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1. はじめに
第 69集 2)において，排除体積のない半屈曲性環状高分子鎖の散乱関数をみみず鎖モデ
ルを用いたモンテカルロ（MC）シミュレーションによって評価した結果を報告した．散
乱関数の挙動は環状鎖の固さと結び目の種類に依存するが，Casassa3)がランダムコイル
極限の環状鎖で示した，散乱関数のKratkyプロット 4)に現れる特徴的な極大値を解析す
ることにより環状鎖の固さの評価が可能であることが明らかになった．そのような解析を
行うには，環状鎖の散乱関数に対する何らかの解析的表記があれば便利である．今回は，
Daniels近似 4)を用いた環状みみず鎖の散乱関数に対する解析的表記の導出と，それを用
いて文献データを解析した結果を報告する．
上に述べたように，散乱関数に対するMCシミュレーションの結果は環状鎖の結び目
の種類に依存しているものの，その程度は余り大きくないので，ここでは環状みみず鎖の
形態エネルギーに関する Boltzmann因子の比率で色々な結び目が混じったアンサンブル
を対象とした．なお，実験において実際使用される環状高分子試料もそのようなアンサン
ブルだと考えられる．

2. Daniels近似を用いた散乱関数
光，X線，および中性子散乱実験では散乱関数 P (k)が散乱ベクトルの大きさ kの関数
として測定されるが，太さのない全鎖長Lの高分子鎖の P (k)は次のように書くことがで
きる 4)．

P (k) = 2L−2

∫ L

0

(L− t)I(k; t, L)dt (1)

ここで，I(k; t, L)は全鎖長Lの環状鎖上で鎖長 tないしL− t離れた 2点間の距離ベクト
ルRの分布関数P (R; t, L)をFourier変換して得られる特性関数である．また，実験デー
タとの比較を除いて，全ての長さはみみず鎖の固さを表す剛直性パラメタ λ−1を単位とす
る還元長である．
先ず，t � 1ならびにL−t � 1であると仮定し，O[L−(2−n−m)t−n(L−t)−m] (n,m, n+m ≤

3)までの，またO[L−(2−n−m)t−n(L−t)−m] (n,m, n+m ≤ 6)までの項を考慮して，P (R; t, L)

の 1次，2次Daniels近似式を導く．1次Daniels近似式は次のようになる．

P (R; t, L) =

[
3L

2πt(L− t)

]3/2
exp

[
− 3LR2

2t(L− t)

](
1− 11

8L
+ · · ·

)−1

×
[
1− 5

8t
− 5

8(L− t)
+

2R2

t2
+

2R2

(L− t)2
− 3R2

2t(L− t)

− 33R4

40t3
− 33R4

40(L− t)3
+ · · ·

]
(2)



これを Fourier変換した I(k; t, L)の 1次Daniels近似式は 1次Daniels近似表記は次のよ
うになる．

I(k; t, L) = exp

[
−t(L− t)k2

6L

]
×

[
1 +

k2

12
− 11t(L− t)k2

36L2
− 11t4(L− t)k4

1080L4
− 11t(L− t)4k4

1080L4
+ · · ·

]
(3)

1086420

80

60

40

20

0

L = 200

142.0

77.67

31.15

9.823

3.315

〈S2〉1/2 k

〈S
2 〉1/

2
F

(k
)

図 1. 還元 Kratkyプロット

P (R; t, L)と I(k; t, L)の 2次Daniels

近似式は非常に長々しく，後の実験
データ解析には必要ないので省略し
た．式 (3)は L，t，L − t → ∞の
極限でランダムコイル極限における
I(k; t, L) = exp[−t(L− t)k2/6L]とな
る．P (k)の1次および2次Daniels近
似の値は，I(k; t, L)に対するDaniels

近似式［1次近似の場合は式 (3)］を
式 (1)に代入し，数値的に積分を行う
ことで評価した．
根平均二乗回転半径 〈S2〉1/2と次の
ように定義される Kratky関数 F (k)

の積 〈S2〉1/2F (k)を 〈S2〉1/2kに対して
プロットしたものを図 1に示す．

F (k) = Lk2P (k) (4)

縦軸（〈S2〉1/2F (k)），横軸（〈S2〉1/2k）の量はともに無次元量であるので，このプロットは
還元Kratkyプロットと呼ばれる．図中，破線と鎖線はそれぞれ 1次および 2次Daniels近
似式から計算された値を表し，実線は以前 2)に報告したMCシミュレーションの結果を表
す．図中，それぞれの線に付けた数字は（還元）鎖長を表し，その値が小さくなると環状
鎖は剛直になる．1次および 2次Daniels近似式の値を計算するにあたって，〈S2〉1/2F (k)

と 〈S2〉1/2kの 〈S2〉の値はそれぞれ次の 〈S2〉に対する 1次および 2次Daniels近似式を用
いて計算した．

〈S2〉 = L

12

(
1− 7

6L
− 121

36L2
+ · · ·

)
(5)

ここで，右辺括弧中の−7/6Lと−121/36L2がそれぞれ 1次，2次の項である．
還元Kratkyプロットで見る限り，1次近似式より 2次近似式の方が近似の度合が悪く
なっており，Lが小さくなり環状鎖が固くなる程その傾向は顕著になる．なお，還元Kratky

プロットでははっきり見えないが，〈S2〉1/2k ' 0では 2次近似式の方が良い近似値を与え
る．また，1次近似式は環状鎖に特徴的な極大値を含む 〈S2〉1/2k . 3の領域で L & 10の
MCシミュレーションの値をよく再現していることが分かる．したがって，式 (1)，(3)で
与えられる 1次Daniels近似式が L & 10かつ 〈S2〉1/2k . 3の領域で有用な近似式である
ことが結論できる．



3. 高分子鎖の太さの影響
一般に kの大きい領域では，高分子鎖の中心線周りの散乱体分布，すなわち高分子鎖
の太さの影響が無視できなくなる．そこで，前節で導いた 1次Daniels近似式の適用範囲
L & 10，〈S2〉1/2k . 3においてその影響が無視できるかどうかを検討する．過去に行っ
た線状高分子の場合と同様，高分子鎖の中心線周りに直径 dの円断面を持つ円環体内に散
乱体が均一分布すると考えて，散乱関数への影響を評価する．その場合，散乱関数は式
(1)の I(k; t, L)を次のように定義される Is(k; t, L)で置き換えたもので精度良く与えられ
る 4)．

Is(k; t, L) = I(k; t, L)
1∑

n=0

[Fn(kd)]
2〈P2n(cos θt)〉′ (6)

ここで，I(k; t, L)は高分子鎖の中心線のみの特性関数であり，式 (3)の 1次Daniels近似
式で与えられ，右辺の和に必要な F0(x)，F1(x)は次のように与えられる．

F0(x) = 8x−2[1− cos(x/2)]

F1(x) = 4
√
5x−3{x[cos(x/2)− 1]− 6[sin(x/2)− x/2]} (7)

また，〈Pn(cos θt)〉′は鎖長 t離れた 2点における円筒断面がなす角 θtの余弦を変数とする
Legendre多項式の平均である．式 (6)に必要なのはn = 0，1の場合であるが，〈P0(cos θt)〉′ =
1であり，〈P2(cos θt)〉′については L − t → ∞あるいは t → ∞の極限を正しい値を与え
る次の経験式を用いることにする．

〈P2(cos θt)〉′ = e−6t̄ (8)

式中の t̄は次のように定義される．

t̄ = [t−2 + (L− t)−2]−1/2 (9)
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図 2. 高分子鎖の太さの影響

図2に全（還元）鎖長L = 200，9.823
の円環体の還元Kratkyプロットを示
す．図中の dは円環体の（還元）直径
であり，d = 0は環状鎖の中心線のみ
に散乱体が分布する場合に対応して
おり，図 1に示した L = 200，9.823

の 1次Daniels 近似式のプロット（破
線）を再現したものである．一般に，
実在する環状高分子では dが 0.5を
超えることはほとんどない．〈S2〉1/2k
が大きい領域では，dの増加に伴って
〈S2〉1/2F (k)，したがってP (k)は減少
する．しかし，〈S2〉1/2k . 3の領域で
は，L & 10，d . 0.5 の範囲に限れば
還元Kratkyプロットは dに余り依存
せず，高分子鎖の太さの影響を無視できることが分かる．したがって，一般に対象とする



dがそれ程大きくない環状高分子鎖については，還元Kratkyプロットで 〈S2〉1/2k . 3の
領域に現れる特徴的な極大を解析する場合，太さの影響を無視した 1次Daniels近似式が
有効であることが結論できる．

4. 実験結果との比較
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図 3. 文献データの解析

図 3 に Hadziioannou ら 5) によっ
て得られた重水素化シクロヘキサン
（CH-d12）中 33 ◦Cにおける重量平均
分子量Mw = 4.50×105の環状アタク
チックポリスチレン（a-PS）に関する
小角中性子散乱データの還元Kratky

プロットを示す．a-PSに対するCH-

d12のΘ温度 40 ◦Cに比べて測定温度
は幾分低いが，排除体積効果を考慮し
ない 1次Daniels近似式との比較を行
う．実験データの還元Kratkyプロッ
トを作るには，〈S2〉1/2，ならびに a-

PSをみみず鎖で表したときの単位鎖
長当りの分子量を表すシフト因子ML

の値が必要であるが，前者にはHadzi-

ioannouらの実測値 44.0 Å，後者には線状高分子の解析値 4)35.8 Å−1を用いた．このML

から環状 a-PSの全鎖長 Lは 1,260 Åと見積もられる．
1次Daniels近似式の値が実験データに最もよく合うように全還元鎖長 λLを選ぶと 61

となり，図中の実線がその時の 1次Daniels近似式から計算した値を表す．L = 1, 260 Å

と λL = 61から得られる λ−1の値 20.6 Åは以前の解析値 16.8 Åに比べて幾分大きいが，
1次Daniels近似式は 〈S2〉1/2k . 3の領域における実験データの挙動をほぼ完全に再現し
ている．
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