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1. はじめに
二つの環状高分子鎖は，それらを切断，再結合しない限り，絡み合わない状態（図 1の
絡み数 0）から絡み合った状態（例えば図 1の絡み数 1）に移行できない∗．したがって，
高分子鎖を構成する繰返し単位の間に相互作用が働か
ない理想鎖の場合でも，一つの環状高分子鎖が占める
領域にもう一方が入り込めない，いわゆる位相幾何学
的な相互作用が環状高分子鎖の間に働く．その結果，
Frank-Kamenetskiiら 2)が格子鎖の計算機シミュレー
ションから予測したように，線状高分子鎖の第 2ビリ
アル係数 A2が 0となるΘ状態においても，環状高分
子鎖のA2は正の値となる．その後，環状ガウス鎖を用
いた理論的研究 3−5)が行われ，また実験的にもシクロ
ヘキサン中Θ温度における環状ポリスチレンの A2が
正となることが示されている 6,7)．

絡み数 0

絡み数 1

図 1．二つの環状高分子鎖の絡み合い

一つの高分子鎖が存在することによって他の鎖が入り込めない領域の体積を表す有効排
除体積 VEはA2から次のように定義される．

A2 =
4NAVE

M2
(1)

NAはアボガドロ定数，M は高分子の分子量である．このように定義された VEは，剛直
な円環とランダムコイルの二つの極限で平均二乗回転半径 〈S2〉の 3/2乗に比例すると考
えられ，環状鎖の長さをLとすると，それぞれの極限でL3，L3νに比例する．νはランダ
ムコイル極限における漸近関係 〈S2〉1/2 ∝ Lνの指数である．νは，理想環状鎖を表す閉じ
た曲線 — 結び目（knot）が可能な全ての位相幾何学的な状態を取り得るときは 1/2，図 2

に示した自明な結び目（trivial knot）だけの場合は∼ 0.6となる．参考のため，図 2には，
自明ではない結び目で最も単純な三葉（31）結び目も示した．M ∝ Lであるから，理想
環状鎖のA2は剛直な円環の極限でM に，一方ランダ
ムコイル極限ではM−1/2あるいはM−0.2に比例する．
したがって，剛直な円環とランダムコイルの二つの極
限のクロスオーバー領域では，M の増大にともない，
A2は最初M に比例して増大した後，最大値を経て減
少する．本研究では，離散環状みみず鎖を用いた計算
機シミュレーションによって，そのようなクロスオー
バー挙動を明らかにする．

自明な結び目 三葉（31）結び目

図 2．結び目の位相幾何学的分類

∗二つの曲線が絡み合った状態を，一つの曲線の周りをもう一方の曲線が回る回数で表し，絡み数と呼
ぶ．絡み合っていないとき，絡み数は 0であり，絡み合っているとき，絡み数は 0以外の整数となる．曲線
に方向を持たせ，回る向きの違いを符号の違いで表すので，絡み数は負にもなる．図 1では，簡単のため，
環状高分子を表す閉じた曲線の方向を明示していないので，絡み数の絶対値が 1というのが正確である．
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2. モデルと方法
n個の長さ lの結合ベクトル li（i = 1, 2, · · · , n）がつながった環状鎖の形態エネルギー

U({ln})を，i − 1番目と i番目の結合ベクトルのなす角 θiを用いて次のように書く．

U({ln}) =
α

2

n∑
i=1

θ 2
i (2)

αは曲げの弾性定数であり，θ1は lnと l1のなす角である．この離散環状鎖は，全長L = nl

を一定に保ち，かつ次の条件の下で，n → ∞（l → 0）の極限において鎖長Lの環状みみ
ず鎖となるので，離散環状みみず鎖と呼ぶ．

l
1 + 〈cos θ〉
1 − 〈cos θ〉

= λ−1 (3)

λ−1はみみず鎖の固さを表す剛直性パラメタであり，〈cos θ〉は，隣り合う結合ベクトルが
なす角 θの余弦 cos θの平衡平均であり，次のように定義される．

〈cos θ〉 =

∫ π

0

e−αθ2/2kBT cos θ sin θ dθ∫ π

0

e−αθ2/2kBT sin θ dθ

(4)

kBはボルツマン定数，T は絶対温度である．
モンテカルロ法を用いて離散環状みみず鎖の統計母集団を発生し，それを用いてA2を
数値的に評価した．実際の計算では，l = 1とし，α/kBT = 0，0.3，1，3，10，30，100

のそれぞれ場合に n = 10，20，50，100，200について計算を行った．α/kBT = 0のとき
離散環状みみず鎖は環状自由連結鎖になり，その場合には n = 500，1000についても計算
を行った．それぞれの α/kBT の値に対応する（lを単位として測った）λ−1は 1，1.408，
2.575，6.421，20.36，60.34，200.3である．離散環状みみず鎖の形態を逐次発生する際に
は，その位相幾何学的状態は保存せず，最終的に得られた個々の鎖に対してAlexander多
項式 8)に基づいて自明な結び目か否かを判定した．また，数値的にA2を評価する際には，
ガウスの絡み数 9)に基づいて二つの離散環状みみず鎖の絡み数が 0か否かを判定した．

3. 結果
統計母集団の確認　 α/kBT，nを変えて，形態エネルギーのボルツマン因子 e−U/kBT に
比例する頻度で発生した，離散環状みみず鎖の統計母集団に含まれる自明な結び目の分率
ft.k.のλ−1を単位として測った鎖長λLに対
する片対数プロットを図 3に示す．データ
点を表す白丸に付けたピップはα/kBT の違
いを表し，上方向のピップを付けたものが
α/kBT = 0の場合のデータ点であり，0.3，
1，3，10，30，100とα/kBT が大きくなると
ともにピップの向きは時計回りに 45◦ずつ
回転している．以下の図においてもピップ
は同じ意味を持つ．図中の黒点はMooreら
10)の環状自由連結鎖（α/kBT = 0）の結果
であり，データの存在する範囲で，今回の
結果とよく一致している．λLが 10ぐらい
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図 3．ft.k. 対 log λLプロット
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図 4．log λ〈S2〉/L対 log λLプロット
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図 5．log(〈S2〉t.k./〈S2〉mix)対 log λLプロット

までは，鎖の固さのために局所的に湾曲した形態をとり難いので，発生した形態のほとん
どすべてが自明な結び目であることが分かる．λLが 10より大きくなると，λLの増大と
ともに ft.k.は減少し，λL & 103で ft.k. ' 0 となる．
図 4に λ〈S2〉/L対 λLの両対数プロットを示す．図中，白丸は全ての位相幾何学的状態
の離散環状みみず鎖が形態エネルギーのボルツマン因子を重みとして混在する統計母集団
を用いた平均二乗回転半径 〈S2〉mixの値を，また黒丸は自明な結び目のみからなる統計母集
団を用いた平均二乗回転半径 〈S2〉t.k.の値を示す．実線は位相幾何学的状態を考慮しない
環状みみず鎖の理論値 11)を表す．離散モデルであることの影響が顕著となる nと α/kBT

が非常に小さい場合を除き，〈S2〉mixと理論値の一致は良好であり，統計母集団が適切に構
成されていることが分かる．ft.k.が 1より小さくなる λL & 10の領域で，小さい形態をと
る自明でない結び目を除外した 〈S2〉t.k.は，λLの増加とともに 〈S2〉mixより大きくなって
いく．図 5に 〈S2〉t.k./〈S2〉mix対 λLの両対数プロットを示す．図中の黒点はMooreら 10)

の環状自由連結鎖（α/kBT = 0）の結果であり，データの存在する範囲で，今回の結果と
よく一致しており，λLの大きい領域で，〈S2〉t.k. ∝ (λL)0.6から予想される傾き 0.2に近く
なっている．

A2　二つの離散環状みみず鎖の重心間距離 rを固定して，鎖の間に働くポテンシャル
を統計母集団の形態について平均した平均力ポテンシャルU12(r)を用いて，A2は次のよ
うに書ける．

A2 =
2πNA

M2

∫ ∞

0

{
1−exp

[
−U12(r)

kBT

]}
r2 dr

(5)

図6に，U12(ρ)/kBTのρ = r/〈S2〉1/2に対す
るプロットを示す．実線は位相幾何学的状
態を考慮しない統計母集団を用いた結果を，
破線は自明な結び目のみからなる統計母集
団を用いた結果を表す．また，点線は正200

角形の結果を表す．自明な結び目のみから
なる統計母集団を用いた場合，離散環状み
みず鎖の重心近くの密度が低いので，破線
が実線より小さくなっている．また，鎖が
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図 6．U12(ρ)/kBT 対 ρプロット
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図 7．log(λVE/L2)対 log λLプロット
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図 8．log A2（cm3mol/g2）対 log Mw プロット

固くなると鎖の重心近くの密度が極端に低くなるので，ρが小さい領域でポテンシャルが
小さくなっている．

rを変えて計算した U12(r)の値を用い，式 (5)を数値的に積分して，式 (1)から得られ
た VEの値を図 7に示す．データ点の意味は図 4と同じである．図中の実線は位相幾何学
的状態を考慮しない統計母集団を用いた結果（白丸）に対する内挿式の値を表し，点線は
des Cloizeaux12)によって得られた剛直な円環の値を表す．縦軸のλVE/L2はA2に比例す
る量で，λL ' 5 でA2が最大値となることが分かる．計算を行った λL . 103の範囲では
未だランダムコイル極限に到達していないことが分かる．
図 8に，得られた結果と実験との比較を示す．図中，丸はRooversとToporowski 6)の，
三角は高野ら 7)のΘ 溶媒（シクロヘキサン 34.5 ◦C）中における環状ポリスチレンの結果
であり，実線は図 7に示した内挿式の値を表す．黒い印は，測定試料に含まれる線状鎖の
影響を補正した値を表す．A2と λVE/L2，重量平均分子量Mwと λLはそれぞれ次の関係
で結び付けられる．

log A2 = log

(
λVE

L2

)
+ log

(
4NAλ−1

M 2
L

)
, log Mw = log(λL) + log(λ−1ML) (6)

λ−1と単位長さ当りの分子量を表すシフト因子MLの値は，Θ溶媒中の線状ポリスチレン
の 〈S2〉をみみず鎖で解析して決定された，それぞれ 16.8 Å，35.8 Å−1を用いた 13)．今回
の結果が実験値より幾分大きいのは，Θ溶媒中におけるM の大きくない屈曲性高分子に
対する 3体クラスター積分の影響だと考えられる．
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