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1

1章 電磁気学と光散乱

光は電磁波であり、その取り扱いはMaxwellの理論を基礎とする。1

1.1 Maxwell方程式

出発点は以下のMaxwell方程式である。

▽×H − 1
c̃

∂D
∂t

=
4π
c̃

j (1.1)

▽×E +
1
c̃

∂B
∂t

= 0 (1.2)

▽ ·D = 4πρ̃ (1.3)

▽ ·B = 0 (1.4)

ここで、Hは磁気ベクトル、Eは電気ベクトル、Dは電気変位、Bは磁気

誘導、jは電流密度、ρ̃は電荷密度、c̃は真空中における光速である。D,B, j

に対する物質方程式が

D = ϵE (1.5)

B = µH (1.6)

j = σE (1.7)

のように表される。ここで、ϵは誘電率、µは透磁率、σは電導度である。

誘電体の場合 µ = 1、σ = 0である。
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図 1.1 誘起双極子と座標系

1.2 振動双極子による電場

誘起振動双極子による電場を求めてみよう。原点近傍の点電荷を q、そ

の位置を r′ とすると、双極子能率 Pは

P = qr′ (1.8)

と書ける。

以下、位置Rの点 Aでのこの双極子による場を求める。媒体の誘電率
を ϵとする。R ≫ r′ より、R ≃ r (rは位置 r′ と点 A を結ぶベクトル)
である。この場合、電流密度 jと分極電荷 ρ̃は

j =
∂P
∂t

(1.9)

ρ̃ = −▽ ·P (1.10)

となる。式 (1.5)から (1.10)を式 (1.1)から (1.4)に代入すると以下の式が
得られる。

▽×H − ϵ

c̃
Ė =

4π
c̃

Ṗ (1.11)

▽×E +
1
c̃
Ḣ = 0 (1.12)

▽ ·E = −4π
ϵ

▽ ·P (1.13)
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▽ ·H = 0 (1.14)

ただし， · = ∂/∂tは時間微分を表す。

いま、ベクトルポテンシャルAを導入して

H = ∇× A (1.15)

とおくと，式 (1.14)は常に成立する．式 (1.12)より、

∇× (E +
1
c̃
Ȧ) = 0 (1.16)

である。したがって，スカラーポテンシャル ϕを用いて

E = −1
c̃
Ȧ −∇ϕ (1.17)

とおくと、式 (1.12)は自動的に成立する。
残っている式 (1.11)と (1.13)より、

∇2A − ϵ

c̃2
Ä −∇(∇ · A +

ϵ

c̃
ϕ̇) = −4π

c̃
Ṗ (1.18)

∇2ϕ− ϵ

c̃2
ϕ̈+

1
c̃

∂

∂t
(∇ · A +

ϵ

c̃
ϕ̇) =

4π
ϵ
∇ · P (1.19)

と書ける。これらの式を用いて式 (1.11)−(1.14)からH, Eを求めるのは，

Lorentz条件
∇ · A +

ϵ

c̃
ϕ̇ = 0 (1.20)

を満たすAと ϕを

∇2A − ϵ

c̃
Ä = −4π

c̃
Ṗ (1.21)

∇2ϕ− ϵ

c̃
ϕ̈ =

4π
ϵ
∇ · P (1.22)

から求めることに帰着する．

ここで，

A ≡ 1
c̃
Π̇ (1.23)

ϕ ≡ −1
ϵ
∇ · Π (1.24)
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で定義する Hertzベクトル Πを用いると，Lorentz条件 (1.20)が成立す
る。式 (1.21)と (1.22)は共に

∇2Π − ϵ

c̃2
Π̈ = −4πP (1.25)

となる。この式の解は

Π =
P (t− r/c̃′)

r
e (1.26)

で与えられる。ここで、eは P の方向の単位ベクトルである。

· · · · · · · · ·
Hertzベクトル (1.26は以下のようにして求められる。いま、Pを

P ≡ P (t)δ(r)e (1.27)

とする。Πの ex 成分を ψ(r, t)とおくと、式 (1.25)より

∇2ψ(r, t) − ϵ

c̃2
∂2

∂t2
ψ(r, t) = −4πP (t)δ(r) (1.28)

が得られる。Fourier変換

ψ(r, ω) =
∫ +∞

−∞
ψ(r, t)exp(−iωt)dt (1.29)

P (ω) =
∫ +∞

−∞
P (t)exp(−iωt)dt (1.30)

を用いて式 (1.28)を

∇2ψ(r, ω) + k2ψ(r, ω) = −4πP (ω)δ(r) (1.31)

と変換する。ここで、

k2 ≡ ϵω2/c̃2 (1.32)

である。

ψは原点のまわりで球対称であるとすると式 (1.31)は

1
r

d2

dr2
(rψ) + k2ψ = −4πP (ω)δ(r) (1.33)
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と書ける。r ̸= 0では右辺は 0である。したがって、rψ = Af(r)とおき、
f(r)を求めると、f(r) = exp(−ikr)となる。ここから

ψ = A
exp(−ikr)

r
(1.34)

と表される。Aは原点で ψが式 (1.33)を満たすように決定する。原点に
ある半径∆rの微小球について式 (1.31を積分する。∫

V

∇2ψ(r)dv + k2

∫ ∆r

0

ψ4πr2dr = −4πP (ω)
∫ ∆r

0

δ(r)dr

=
∫

S

∂ψ

∂r
dS + 4πk2

∫ ∆r

0

ψr2dr

= −4πA(ik∆r + 1)e−ik∆r

+
4πAk2

ik

[
1
ik

− (∆r +
1
ik

)e−ik∆r

]

ただし，

∂ψ

∂r
= −A

r2
(ikr + 1)e−ikr

を使用した。∆r → 0の極限をとると，

−4πA = −4πP (ω)

ゆえに、A = P (ω)である。結果として、

ψ(r, ω) = P (ω)
exp(−ikr)

r
(1.35)

となる。Fourier逆変換

ψ(r, t) =
1
2π

∫ +∞

−∞
P (ω)

exp(−ikr)
r

exp(iωt)dω

=
1
2π

∫ +∞

−∞
P (ω)

exp[iω(t− r/c̃′)]
r

dω (1.36)

より、

ψ(r, t) = P (t− r/c̃′)/r (1.37)



6 1章 電磁気学と光散乱

が得られる。ey, ez 成分についても ex 成分と同様であり、それら 3方向
の式を纏めると式 (1.26)となる。
· · · · · · · · ·

式 (1.26)を

Π =
{P}
r

e　 or 　Π =
{P}
r

(1.38)

と書くことにする．　ただし，c̃′は誘電率 ϵの媒体中での光速とする。媒

体の屈折率を ñとすると

c̃′ = c̃/ñ, ϵ = ñ2 (1.39)

である。式 (1.15)、(1.17)、(1.23)と (1.24)より、

H =
1
c̃
∇× Π̇ (1.40)

E =
1
ϵ
∇×∇× Π − 4π

ϵ
P (1.41)

となる。原点近傍以外 (r ̸= 0)では、P = 0であるから、

E =
1
ϵ
∇(∇ · Π) − 1

c̃2
Π̈ (1.42)

である。式 (1.26)を式 (1.40)と (1.42)に代入して、具体的に計算すると、

E =
1
ϵ

[
r × (r × {P̈})

c̃′2r3
+

r × (r × {Ṗ} + 2r(r · {Ṗ})
c̃′r4

+
r × (r × {P}) + 2r(r · {P})

r5

]
(1.43)

H = −1
c̃

(
r × {P̈}
c̃′r2

+
r × {Ṗ}
r3

)
(1.44)

となる。r ≫ λ (λ: 波長)のとき

E =
1
ϵ

r × (r × {P̈})
c̃′2r3

(1.45)

H = −r × {P̈}
c̃c̃′r2

(1.46)
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である。

· · · · · · · · ·
式 (1.45)と (1.46)の計算は以下のとおり。

r = xex + yey + zez, r = (x2 + y2 + z2)1/2

P は次式で表されるので

P = const.eiωt

Ṗ = iωP, P̈ = iωṖ , ω = 2πc̃′/λ

であり、

c̃′

r

∣∣∣∣PṖ
∣∣∣∣ =

c̃′

r

∣∣∣∣ ṖP̈
∣∣∣∣ =

λ

2πr
≪ 1

である。したがって、

H =
1
c̃

(
{Ṗ}
r3

+
{P̈}
c̃′r2

)
(e × r)
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図 1.3 散乱光の電磁場

E =
1
ϵ

(
3{P}
r5

+
3{Ṗ}
c̃′r4

+
{P̈}
c̃′2r3

)
(e · r)r − 1

ϵ

(
{P}
r3

+
{Ṗ}
c̃′r2

+
{P̈}
c̃′2r

)
e

となる。

· · · · · · · · ·

1.3 Rayleigh比

次に以上の結果から、Rayleigh比 Rθ を求める。

Pを x方向にとり、r方向の単位ベクトルを er、x方向と r方向のなす

角を θx とすると

r = rer (1.47)

e = cosθxer − sinθxeθx (1.48)

である。したがって、式 (1.45)より

E =
{P̈}sinθx

ϵc̃′2r
eθx ≡ Eθxeθx (1.49)

Eθx
=

{P̈}sinθx

c̃2r
(1.50)
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が得られる。また、式 (1.46)より

H =
{P̈}sinθx

c̃c̃′r
eϕ ≡ Hϕeϕ (1.51)

Hϕ =
{P̈}sinθx

c̃c̃′r
= ñEθx (1.52)

となる。

r方向に単位面積を通過するエネルギーを表す Poyntingベクトル Sは

S ≡ c̃

4π
E × H (1.53)

で定義され、

S =
ñc̃

4π
E 2

θx
er =

ñ{P̈}2sin2θx

4πc̃3r2
er (1.54)

と計算できる。時間平均をとると

S̄ =
ñc̃

4π
E 2

θx
≡ ñc̃

8π
I (1.55)

となる。この式は強度 I の定義を与える。

· · · · · · · · ·
Sの時間平均は

S =
c̃

4π
E(t) × H(t)

である。この式で

E(t) × H(t) = Re(E0eiωt) ×Re(H0eiωt)

=
1
4
(E0eiωt + E0e−iωt) × (H0eiωt + H0e−iωt)

=
1
2
(E0 × H0)

である。ただし、Sの実数部分が実際の場を表す。したがって、

|S| =
ñω4

4πc̃3
α2E 0 2

0

r2
sin2θxcos2[ω(t− r/c̃) − α]
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となり、時間平均は

1
2π

∫ 2π

0

cos2φdφ =
1
2π

∫ 2π

0

1
2
(1 + cos 2φ)dφ =

1
2

より

S =
ñω4

8πc̃3
α2E 0 2

0

r2
sin2θx

となる。

· · · · · · · · ·
I = 2E 2

θx
、Eθx = E0θxexp(iωt)と書けるとき、

E 2
θx

= E 2
0θx

cos2(ωt− α), cos2(ωt− α) = 1/2

より

I = E 2
0θx

(1.56)

である。

入射光が x方向のみの電気ベクトルを持つ平面偏光のとき、E0 = E 0
0 ×

exp(iωt) (z方向)とすると

P = αE 0
0 exp(iωt) (1.57)

と書ける。ここで、αはスカラー分極率とする。式 (1.50)より

Eθx
= − sinθx

c̃2r
ω2αE0

0exp[iω(t− r/c̃′)] (1.58)

である。したがって、式 (1.56)より

I = α2(E 0
0 )2

16π4

λ4

sin2θx

r2
(1.59)

が得られる。この式は、入射光強度 I0 = (E 0
0 )2 より

I

I0
=

16π4

λ4
α2 sin2θx

r2
(1.60)

と書ける。
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入射光が自然光 (非偏光)の場合、入射光の方向を z 軸とすると、E0、

Pは x軸と y軸の成分を持つ。この場合、

S =
ñc̃

4π
(E 2

θx
+ E 2

θy
)er (1.61)

であり、

S̄ =
ñc̃

4π
(E 2

θx
+ E 2

θy
) ≡ ñc̃

8π
I (1.62)

となる。したがって、

I = 2(E 2
θx

+ E 2
θy

) = (E 2
0θx

+ E 2
0θy

) (1.63)

となる。I0 = 2(E 0
0 )2 より

I

I0
=

8π4α2

λ4r2
(sin2θx + sin2θy) =

8π4α2

λ4r2
(1 + cos2θ) (1.64)

を得ることができる。ここで、θは rと z軸 (入射光方向)のなす角で、散
乱角と呼ばれる。

· · · · · · · · ·
式 (1.64)の第 2の式は以下の計算による。

x2 + z2 = sin2θx
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y2 + z2 = sin2θy

x2 + y2 + z2 = 1

z = cos θ

sin2θx + sin2θy = 1 + cos2θ

· · · · · · · · ·

散乱体積 V 中にN 個の独立で等価な等方散乱体があるとすると

I

I0
=

8π4α2

λ4r2
N(1 + cos2θ) (1.65)

である。ここで、Rayleigh比 Rθ を

Rθ ≡ I

V I0

r2

1 + cos2θ
(1.66)

と定義する。したがって、

Rθ =
8π4α2

λ4

N

V
=

8π4α2

λ4
ρ (1.67)

と表される。ρ ≡ N/V は散乱体の数密度である。

溶液の場合，αは過剰分極率で

ϵ− ϵ0 = 4πρα (1.68)

と書ける．ϵ, ϵ0はそれぞれ溶液，溶媒の誘電率である。　稀薄溶液では，

α =
1
4π

(
∂ϵ

∂ρ

)
(1.69)
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である。ϵ = ñ2 を用いると

α =
M

2πNA
ñ0

(
∂ñ

∂c

)
0

(1.70)

となる。

· · · · · · · · ·
単位体積当たりN 個の双極子 (p)が存在しているとする。

D = E + 4πP, P = Np

D = ϵE

より

E =
4πNP
ϵ− 1

である。

分子の分極率を αとすると分子 1個を囲む内部電場 E′ は

E′ = E +
4π
3
NP, P = αE′

で、

P =
αE

1 − (4π/3)Nα
=

4πNα
(ϵ− 1)[1 − (4π/3)Nα]

P

である。ゆえに

ϵ =
1 + (8π/3)Nα
1 − (4π/3)Nα

α =
3

4πN
ϵ− 1
ϵ+ 2

となる。ϵ = ñ2 より

α =
3

4πN
ñ2 − 1
ñ2 + 2
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この式は Lorentz-Lorenzの式である。
1つ上の式から

ϵ− 1
ϵ+ 2

=
4π
3
ρα

ただし，N → ρとする。両辺を ρで微分すると (このとき，ϵ→ 1),

4π
3
α =

[
3

(ϵ+ 2)2

(
∂ϵ

∂ρ

)]
ρ=0(ϵ=1)

=
1
3

(
∂ϵ

∂ρ

)
0

が得られる。よって，

α =
1
4π

(
∂ϵ

∂ρ

)
0

となる。

· · · · · · · · ·
式 (1.67)と (1.70)より

Rθ =
2π2

λ4

ñ 2
0

NA

(
∂ñ

∂c

) 2

0

Mc (1.71)

が得られる。この式は

Rθ = KMc (1.72)

K ≡ 2π2ñ 2
0

NAλ4

(
∂ñ

∂c

) 2

0

(1.73)

と表すことができる。K は光学定数と呼ばれる。
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1.A ベクトル公式

ベクトルに関する式を以下に纏める。

A × (B × C) = (A · C)B − (A · B)C (1.A.1)

▽×▽ ϕ = 0 (1.A.2)

▽ · ▽×A = 0 (1.A.3)

▽×▽×A = ▽▽ ·A −▽2A (1.A.4)∫
V

▽ · Adv =
∫

S

A · dS (1.A.5)

デカルト座標系

▽ ·A =
∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z
(1.A.6)

▽×A = ex

(
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
+ ey

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
+ ez

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
(1.A.7)

▽ ϕ = ex
∂ϕ

∂x
+ ey

∂ϕ

∂y
+ ez

∂ϕ

∂z
(1.A.8)

極座標系

▽ ·A =
1
r2

∂

∂r
(r2Ar) +

1
rsinθ

∂

∂θ
(Aθsinθ) +

1
rsinθ

∂Aφ

∂φ
(1.A.9)

▽×A =
er

rsinθ

[
∂

∂θ
(Aφsinθ) − ∂Aθ

∂φ

]
+

eθ

r

[
1

sinθ
∂Ar

∂φ
− ∂

∂r
(rAφ)

]
+

eφ

r

[
∂

∂r
(rAθ) −

∂Ar

∂θ

]
(1.A.10)

▽ ϕ = er
∂ϕ

∂r
+ eθ

1
r

∂ϕ

∂θ
+ eφ

1
rsinθ

∂ϕ

∂φ
(1.A.11)

▽2 ϕ =
1
r2

∂

∂r

(
r2
∂ϕ

∂r

)
+

1
r2sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂ϕ

∂θ

)
+

1
r2sin2θ

∂2ϕ

∂φ2
(1.A.12)
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1.B 電子の運動と散乱

電荷 e，質量mの電子に電場 E0 = E 0
0 exp(iωt)が働いて，電子が調和振

動しているものとする．

mr̈ + fr = eE0 (1.B.1)

ここで、f は平衡点 (核)と電子の間の力である。この式の解は

r =
e

m

E0

ω2 − ω 2
0

, ω0 = (f/m)1/2 (1.B.2)

したがって、双極子能率 Pは

P = er =
e2

m

E0

ω2 − ω 2
0

(1.B.3)

と書ける。

P̈ =
e2

m

ω2

ω 2
0 − ω2

E0

{P̈} =
e2

m

ω2

ω 2
0 − ω2

|E 0
0 |eiω(t−r/c̃′)

であり、式 (1.54)より Poyntingベクトル Sは

S =
ñsin2θx

4πc̃3r2
e4

m2

ω4

(ω 2
0 − ω2)2

|E 0
0 |2|exp[iω(t− r/c̃′)]|2er (1.B.4)

となり、時間平均をとると

S̄ =
a 2
0

8π
c̃|E 0

0 |2 ω4

(ω 2
0 − ω2)2

sin2θx

r2
(1.B.5)

となる。ただし、

a0 ≡ e2

c̃2m
(1.B.6)

である。したがって、I0 = |E 0
0 |2 より

I

I0
=

a 2
0 ω

4

(ω 2
0 − ω2)2

sin2θx

r2
(1.B.7)
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が得られる。

この式より、ω0 ≫ ωのとき

I/I0 ∝ λ−4 Rayleigh Scattering (1.B.8)

また、ω0 ≪ ωのとき

I/I0 ∝ λ0 Thomson Scattering (1.B.9)

となる。前者は光散乱に、後者は小角 X線散乱に対応する。

1.C Maxwellの波動方程式

電荷も電流も存在しない空間の場合、ρ̃ = 0、j = 0であり、Maxwell方程
式は

▽×H − ϵ

c̃

∂E
∂t

= 0 (1.C.1)

▽×E +
µ

c̃

∂H
∂t

= 0 (1.C.2)

▽ ·E = 0 (1.C.3)

▽ ·H = 0 (1.C.4)

と書ける。式 (1.C.1)を時間 tで微分すると

∂ ▽×H
∂t

− ϵ

c̃

∂2E
∂t2

= 0 (1.C.5)

が得られる。また、式 (1.C.2)より、

▽×▽×E +
µ

c̃
▽×∂H

∂t
= 0 (1.C.6)

となる。これら 2つの式から、∂ ▽×H/∂tを消去すると、

▽×▽×E +
ϵµ

c̃2
∂2E
∂t2

= 0 (1.C.7)

が得られる。左辺第 1項は

▽×▽×E = ▽▽ ·E −▽2E (1.C.8)
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である。式 (1.C.3)よりこの式の右辺第 1項は 0であるので、式 (1.C.7)は

▽2 E − ϵµ

c̃2
∂2E
∂t2

= 0 (1.C.9)

と表される。

式 (1.C.2)を時間 tで微分すると、

∂ ▽×E
∂t

+
µ

c̃

∂2H
∂t2

= 0 (1.C.10)

となる。また、式 (1.C.1)より、

▽×▽×H − ϵ

c̃
▽×∂E

∂t
= 0 (1.C.11)

となる。これら 2つの式から、∂ ▽×E/∂tを消去すると、

▽×▽×H +
ϵµ

c̃2
∂2H
∂t2

= 0 (1.C.12)

が得られる。上と同様にして、この式は

▽2 H − ϵµ

c̃2
∂2H
∂t2

= 0 (1.C.13)

と表すことができる。式 (1.C.9)と式 (1.C.13)はMaxwellの波動方程式
である。

これらの式は

ṽ =
c̃

(ϵµ)1/2
(1.C.14)

で与えられる速度 ṽ で伝播する電磁波の存在を予言する。媒体の (絶対)
屈折率 ñは

ñ ≡ c̃

ṽ
(1.C.15)

で定義される。これら 2つの式から

ñ = (ϵµ)1/2 (1.C.16)

であることが分かる。通常の物質 (非磁性体)の場合、µ = 1であり、ñ2 = ϵ

となる。
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いま、電磁場の時間変化が単一の角周波数 ω を持つ正弦波振動である

とき、

E = E(r)eiωt (1.C.17)

H = H(r)eiωt (1.C.18)

と書くことができ、式 (1.C.9)、(1.C.13)は

▽2 E +
ω2ϵµ

c̃2
E = 0 (1.C.19)

▽2 H +
ω2ϵµ

c̃2
H = 0 (1.C.20)

と表される。これらの式はHelmholtz方程式と呼ばれる。この正弦波の真
空中における波長を λとすると、ω2ϵµ/c̃2 = (2πñ/λ)2 である。
式 (1.C.19)と (1.C.20)の解は

E(r) = E0e−ik·r (1.C.21)

H(r) = H0e−ik·r (1.C.22)

となる。E0 とH0 は位置に依らないベクトルである。これらの式で表現

される電磁波を平面波と云う。ここで、kは波の進行方向を示す波数ベク

トルで、その大きさ kは

k2 =
ω2ϵµ

c̃2
=

(
2πñ
λ

)2

(1.C.23)

で与えられる。式 (1.C.21)と (1.C.22)を用いると、式 (1.C.17)と (1.C.18)
は

E(r, t) = E0ei(ωt−k·r) (1.C.24)

H(r, t) = H0ei(ωt−k·r) (1.C.25)

となる。これらの式をMaxwell方程式 (1.C.1)−(1.C.4)に代入して整理す
ると、

k × E =
ωµ

c̃
H (1.C.26)

k × H = −ωϵ
c̃

E (1.C.27)
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E

H

k

図 1.5 平面波の座標系

k · E = 0 (1.C.28)

k · H = 0 (1.C.29)

が得られる。これらの式は、図 1.5に示すように E、H、kがこの順序で

右手座標系の座標軸方向を向いていることを表している。

いま、時刻 tにおける平面波の位相 (ωt−k · r)と時刻 t+ δtにおける位

相 [ω(t+ δt)− k · (r + δr)]が同じであるとすると、式 (1.C.24)、(1.C.25)
より、

ωt− k · r = ω(t+ δt) − k · (r + δr) (1.C.30)

であり、

k · δr = ωδt (1.C.31)

となる。したがって、平面波の進行速度 ṽは

ṽ ≡ δr
δt

=
ω

k
=

c̃

(ϵµ)1/2
(1.C.32)

で与えられる。真空中では、ϵ = 1、µ = 1であるので、ṽ = c̃である。媒

体中の波長を λ′とすると、ṽ = νλ′、c̃ = νλであり、周波数 νは真空中と

媒体中で変わらないので、式 (1.C.32)と (1.C.16)より λ′ = λ/ñとなる。
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2章 揺らぎの理論

溶液中に体積 V の領域を考える．領域 V の径は入射光波長に比べて小さ

く，分子多数を含むのに充分な大きさとする．この領域の瞬間的過剰誘電

率∆ϵは
∆ϵ = ϵ− ⟨ϵ⟩ (2.1)

と書ける。この体積 V をもつ領域を，∆ϵをもつ粒子と見なすと，第１章
の議論がそのまま適用できる．瞬間的過剰分極率を ∆α = α − ⟨α⟩とす
ると、

∆α =
V

4π
∆ϵ =

V

2π
ñ∆ñ (2.2)

である。ここで ⟨⟩は平均値を表す。したがって，式 (1.67)のα2を (∆α)2(時
間平均) で，ρ を V −1 で置き換え，時間平均=Ensemble 平均とすると，
Rayleigh比は

R ∗
θ =

2π2ñ2V

λ4
⟨(∆ñ)2⟩ (2.3)

と表される。R ∗
θ は溶質、溶媒による散乱全てを含んでいる。R

∗
θ を求め

るには、密度および組成のゆらぎによる ñのゆらぎを求めればよい。1,2

2.1 一般論

まず、R∗
θ の一般式を導く。系は、温度 T と圧力 p が一定で、主溶媒

(Species 0)の分子数は一定とする。この系では、エネルギーE、体積 V、

化学種 rの分子数 (N1, N2, · · ·, Nr)はそれぞれの平均値 ⟨E⟩, ⟨V ⟩, ⟨N1⟩,
· · ·, ⟨Nr⟩のまわりで揺らぐ。系を規定する独立な状態変数は、T、p、N0、

µ1, µ2, · · ·, µr である。これを Hybrid Ensembleと云う。

N = N0, N1, · · · , Nr
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N′ = N1, N2, · · · , Nr

µµµ′ = µ1, µ2, · · · , µr (2.4)

と書くことにする．

Hybrid Ensemble に対する分配関数 Γ(T, p,N0, µµµ
′)は

Γ(T, p,N0, µµµ
′) =

∑
V

∑
N′≥0

e−pV/kT eN
′·µµµ′/kTQ(T, V,N) (2.5)

と書ける。ここで、QはNが一定の閉じた系に対する分配関数 (Canonical
Ensemble)である。Qは Helmholtz自由エネルギー Aと

A = −kT lnQ (2.6)

の関係がある。与えられた T、 p、 N0、µµµ′の下で、系が V、N′をとる確

率 P (V,N′;T, p,N0, µµµ
′)は

P (V,N′) = Γ−1exp[(−pV +
r∑

i=1

Niµi −A)/kT ] (2.7)

A ≡ A(T, V,N) (2.8)

で与えられる。(−pV +
∑
Niµi −A)を ⟨V ⟩、⟨Ni⟩のまわりで展開する。

ここで、∆V = V −⟨V ⟩、∆Ni = Ni −⟨Ni⟩とおく。∆V、∆Niは小さく、

最確値 (most probable value)のまわりに Gauss分布するとしてよい。

(−pV +
r∑

i=1

Niµi −A) = −p⟨V ⟩ +
r∑

i=1

⟨Ni⟩µi − ⟨A⟩

−p∆V +
r∑

i=1

µi∆Ni −
(
∂A

∂V

)
T,N

∆V

−
r∑

i=1

(
∂A

∂Ni

)
T,V,Nk

∆Ni −
1
2

(
∂2A

∂V 2

)
T,N

(∆V )2

−
r∑

i=1

(
∂2A

∂V ∂Ni

)
T,V,Nk

∆V∆Ni

−1
2

r∑
i=1

r∑
j=1

(
∂2A

∂Ni∂Nj

)
T,V,Nk

∆Ni∆Nj + · · ·
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· · · · · · · · ·
—Note—
z ≡ z(x, y)とし，全微分をとると，

dz =
(
∂z

∂x

)
y

dx+
(
∂z

∂y

)
x

dy

u ≡ u(x, y)として，u一定の条件下で xを変化させると，(
∂z

∂x

)
u

=
(
∂z

∂x

)
y

+
(
∂z

∂y

)
x

(
∂y

∂x

)
u

zを一定とするように，xを変化させるとき，

0 =
(
∂z

∂x

)
y

+
(
∂z

∂y

)
x

(
∂y

∂x

)
z

したがって， (
∂y

∂x

)
z

= − (∂z/∂x)y

(∂z/∂y)x

· · · · · · · · ·
高次項は無視すると、

P (V,N′) = Cexp(−φ/kT ) (2.9)

φ ≡1
2

(
∂2A

∂V 2

)
T,N

(∆V )2 +
r∑

i=1

(
∂2A

∂V ∂Ni

)
T,V,Nk

∆V∆Ni

+
1
2

r∑
i=1

r∑
j=1

(
∂2A

∂Ni∂Nj

)
T,V,Nk

∆Ni∆Nj (2.10)

となる。ただし、C は規格化定数である。熱力学関係式より，(
∂A

∂V

)
T,N

= −p,
(
∂A

∂Ni

)
T,V,Nk

= µi (2.11)

(
∂2A

∂V 2

)
T,N

= −
(
∂p

∂V

)
T,N

=
1

κ⟨V ⟩
(2.12)
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(
∂2A

∂V ∂Ni

)
T,V,Nk

= −
(
∂p

∂Ni

)
T,V,Nk

=
(∂V/∂Ni)T,p,Nk

(∂V/∂p)T,N
= − Vi

κ⟨V ⟩
(2.13)

である。ただし、Vi は成分 iの部分分子体積であり、κは等温圧縮率で

κ ≡ − 1
⟨V ⟩

(
∂V

∂p

)
T,N

(2.14)

で定義される。次の関係(
∂2A

∂Ni∂Nj

)
T,V,Nk

=
(
∂µi

∂Nj

)
T,V,Nk

=
(
∂µj

∂Ni

)
T,V,Nk

=
(
∂µi

∂Nj

)
T,p,Nk

+
(
∂µi

∂p

)
T,N

(
∂p

∂Nj

)
T,V,Nk

(2.15)(
∂µi

∂p

)
T,N

= Vi, mi =
MiNi

M0N0
(2.16)

を用いると、(
∂2A

∂Ni∂Nj

)
T,V,Nk

=
ViVj

κ⟨V ⟩
+

Mj

M0N0

(
∂µi

∂mj

)
T,p,mk

(2.17)

と書ける。ここで、M0、Mj はそれぞれ成分 0と j の分子量である。

いま、

ξ ≡ −∆V
⟨V ⟩

+
r∑

i=1

Vi∆Ni

⟨V ⟩
(2.18)

xi ≡
∆Ni

⟨Ni⟩
=

∆mi

⟨mi⟩
(i = 1, 2, · · · , r) (2.19)

とおくと、式 (2.13)、(2.14)、(2.17)を式 (2.10)に代入すると

φ =
(∆V )2

2κ⟨V ⟩
− 1
κ⟨V ⟩

r∑
i=1

Vi∆V∆Ni +
1

2κ⟨V ⟩

r∑
i=1

r∑
j=1

ViVj∆Ni∆Nj

+
1

M0N0

r∑
i=1

r∑
j=1

Mj

(
∂µi

∂mj

)
T,p,mk

∆Ni∆Nj
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を得る。V ≡ V (T, p, {Ni})より

∆V =
(
∂V

∂p

)
T,Ni

∆p+
∑

i

(
∂V

∂Ni

)
T,p,Nj

∆Ni

= −κV∆p+
∑

i

Vi∆Ni

である。この式から

κV∆p = −∆V +
∑

i

Vi∆Ni

であり、

ξ = κ∆p

となる。したがって、式 (2.10)は

φ =
V

2κ
ξ2 +

M0N0

2

r∑
i=1

r∑
j=1

mimj

Mi

(
∂µi

∂mj

)
T,p,mk

xixj (2.20)

と書ける。ただし、⟨V ⟩ = V、⟨mj⟩ = mj とした。P (V,N′)は変数を V、

Ni から ξ、xi に変換して、

P (ξ, x1, · · · , xr) = Cexp
(
− V

2κkT
ξ2 − M0N0

2

r∑
i=1

r∑
j=1

ψijxixj

)
(2.21)

ψij =
mimj

MikT

(
∂µi

∂mj

)
T,p,mk

=
mimj

MjkT

(
∂µj

∂mi

)
T,p,mk

= ψji (2.22)

となる。後述のように、光散乱で必要になるのは ⟨ξ2⟩と ⟨xixj⟩である。
以下、⟨ξ2⟩と ⟨xixj⟩を求める。このためにまず、規格化定数 C を決定

する。ψij を要素とする行列ψψψは対称行列であり、直交行列Qで対角化で

きる。すなわち、

Q−1 = QT (2.23)

Q−1ψψψQ = ΛΛΛ (2.24)
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である。ここで、ΛΛΛは要素 λi の対角行列で、| ψψψ |=| ΛΛΛ |である。Qによ

る xのξξξへの変換

x = Qξξξ ξξξ = ξ1, ξ2, · · · , ξr (ξξξ = Q−1x) (2.25)

を用いると、

xTψψψx = (Qξξξ)Tψψψ(Qξξξ) = ξξξT(QTψψψQ)ξξξ = ξξξTΛξΛξΛξ (2.26)

となる。したがって、P は

P = Cexp
(
− V

2κkT
ξ2 − M0N0

2

r∑
i=1

λiξ
2
i

)
(2.27)

と表される。
∫ ∞
−∞ · · ·

∫ ∞
−∞ Pdξdξ1dξ2 · · · dξr = 1より

C =
[
V (M0N0/2)r

2πr+1κkT
| ψψψ |

]1/2

(2.28)

が求まる。

· · · · · · · · ·
式 (2.28)の計算は以下のとおりである。∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
pdξdξ1dξ2 · · · dξr = C

∫ ∞

−∞
e−(V/2κkT )ξ2

dξ

×
r∏

i=1

(∫ ∞

−∞
e−(M0N0/2)λiξ

2
i dξi

)

= C

(
2πκkT
V

)1/2 r∏
i=1

(
2π

M0N0λi

)1/2

= C

(
2κkT
V

)1/2[
πr+1

(M0N0/2)r

]1/2( r∏
i=1

1
λi

)1/2

= C

(
2κkT
V

)1/2[
πr+1

(M0N0/2)r

]1/2

| ψψψ |−1/2

ただし，公式
∫ ∞
−∞ exp(−a2x2)dx =

√
π/a を使用した。
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· · · · · · · · ·
式 (2.27)と (2.28)より、公式∫ ∞

−∞
x2e−a2x2

dx =
√
π

2a3

を用いると

⟨ξ2⟩ =
κkT

V
(2.29)

⟨ξ 2
i ⟩ =

1
M0N0λi

, ⟨ξiξj⟩ = 0 (2.30)

となる。xixj =
∑

k

∑
lQikQjlξkξl と書けるので、式 (2.30)より、

⟨xixj⟩ =
∑

k

QikQjk⟨ξ 2
k ⟩

=
1

M0N0

∑
k

QikQjk

λk
(2.31)

と書ける。ここで、 ∑
k

QikQjk

λk
= (QΛΛΛ−1QT)ij

= (ψψψ−1)ij =
ψij

| ψψψ |
(2.32)

より、

⟨xixj⟩ =
ψij

M0N0 | ψψψ |
(2.33)

と表される。ただし、ψij は ψij の余因子である。⟨xixj⟩は xi の定義よ

り、組成 (濃度)の揺らぎであることがわかる。
⟨ξ2⟩の意味は次のように得られる。組成一定 (∆Ni = 0、閉じた系)の

とき、式 (2.18)より、

ξ = −∆V
⟨V ⟩

(2.34)

である。

ρ =
⟨N⟩
⟨V ⟩

=
∑r

i=0Ni

V
=
N

V
−→ ln ρ = lnN − lnV (2.35)
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より、

− ∆V
V

=
∆ρ
ρ

(2.36)

で、

⟨ξ2⟩ =
⟨(∆ρ)2⟩
⟨ρ⟩2

(2.37)

となる。ここから、⟨ξ2⟩は組成一定での密度の揺らぎを表すことがわかる。

Hybrid Ensembleにおいて、屈折率 ñの変動は

∆ñ =
(
∂ñ

∂V

)
T,N

∆V +
r∑

i=1

(
∂ñ

∂Ni

)
T,V,Nk

∆Ni (2.38)

と書ける。T、p、Nを独立な状態変数としたとき、

dñ =
(
∂ñ

∂p

)
T,m

dp+
(
∂ñ

∂T

)
p,m

dT +
r∑

i=0

(
∂ñ

∂Ni

)
T,p,Nk

dNi (2.39)

である。この式から、(
∂ñ

∂V

)
T,N

=
(
∂ñ

∂p

)
T,m

(
∂p

∂V

)
T,N

= − 1
κV

(
∂ñ

∂p

)
T,m

(2.40)

および、(
∂ñ

∂Ni

)
T,V,Nk

=
(
∂ñ

∂Ni

)
T,p,Nk

+
(
∂ñ

∂p

)
T,m

(
∂p

∂Ni

)
T,V,Nk

=
Mi

M0N0

(
∂ñ

∂mi

)
T,p,mk

+
Vi

κV

(
∂ñ

∂p

)
T,m

(2.41)

が得られる。式 (2.38)、(2.40)、(2.41)より、

∆ñ = −∆V
κV

(
∂ñ

∂p

)
T,m

+
1
κV

(
∂ñ

∂p

)
T,m

r∑
i=1

Vi∆Ni

+
1

M0N0

r∑
i=1

Mi

(
∂ñ

∂mi

)
T,p,mk

∆Ni

=
1
κ

(
∂ñ

∂p

)
T,m

ξ +
r∑

i=1

mi

(
∂ñ

∂mi

)
T,p,mk

xi (2.42)
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と書ける。

この式と式 (2.29)および (2.33)より、

⟨(∆ñ)2⟩ =
1
κ2

(
∂ñ

∂p

) 2

T,m

⟨ξ2⟩

+
r∑

i=1

r∑
j=1

mimj

(
∂ñ

∂mi

)
T,p,mk

(
∂ñ

∂mj

)
T,p,mk

⟨xixj⟩

=
kT

κV

(
∂ñ

∂p

) 2

T,m

+
1

M0N0

r∑
i=1

r∑
j=1

mimj

(
∂ñ

∂mi

)
T,p,mk

×

(
∂ñ

∂mj

)
T,p,mk

ψij

| ψψψ |
(2.43)

を得ることができる。この式を式 (2.3)に代入して、

R ∗
θ =

2π2ñ2kT

λ4κ

(
∂ñ

∂p

) 2

T,m

+
2π2ñ2V

λ4M0N0

r∑
i=1

r∑
j=1

mimj

(
∂ñ

∂mi

)
T,p,mk

×

(
∂ñ

∂mj

)
T,p,mk

ψij

| ψψψ |
(2.44)

の最終結果が得られる。右辺の第 1項は密度揺らぎによる散乱 Rθ,0 を表

し、第 2項は濃度揺らぎによる散乱 Rθ を表しており

R∗
θ = Rθ,0 +Rθ (2.45)

と書かれる。

通常、高分子溶液からの散乱では濃度揺らぎによる散乱が主たる対象に

なる。成分 0の質量濃度 c0 = M0N0/NAV (g/mℓ)を用いると、この濃度
散乱 Rθ は

Rθ =
2π2ñ2

NAλ4c0

r∑
i=1

r∑
j=1

mimj

(
∂ñ

∂mi

)
T,p,mk

(
∂ñ

∂mj

)
T,p,mk

ψij

| ψψψ |
(2.46)
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と表すことができる。成分 i (i=1, 2, · · ·, r)の化学ポテンシャル µi は一

般に

µi = µ 0
i (T, p) + kT ln γimi (2.47)

と表される。ただし、γi は活量係数である。稀薄溶液の場合は、γi は

ln γi = Mi(
r∑

j=1

Bijmj +
r∑

j=1

r∑
k=1

Bijkmjmk + · · ·) (2.48)

と展開できる。m1, m2, · · ·, mr −→ 0 の極限で、γi −→ 1 である。式
(2.47)より，式 (2.22)の ψij を計算し，式 (2.46)に代入すればRθ が求め

られる．

2.2 2成分系

成分 0を主溶媒、成分 1を高分子溶質とする 2成分系では、式 (2.46)中
の ψij/ | ψψψ |は

ψij

| ψψψ |
=
M1kT

m 2
1

(
∂µ1

∂m1

) −1

T,p

(2.49)

となり、Rθ は

Rθ =
2π2ñ2M1kT

NAλ4c0

(
∂ñ

∂m1

) 2

T,p

(
∂µ1

∂m1

) −1

T,p

(2.50)

となる。Gibbs-Duhemの式より、(
∂µ1

∂m1

)
T,p

= −N0

N1

(
∂µ0

∂m1

)
T,p

(2.51)

である。質量濃度 c (≡ c1)は

c =
M1N1

NAV
=
M0N0

NAV
m1 (2.52)

であり、また、

m1 =
M1N1

M0N0
, V = N0V0 +N1V1 (2.53)
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であるので (
∂

∂m1

)
T,p

=
c0N0V0

V

(
∂

∂c

)
T,p

(2.54)

と書ける。

· · · · · · · · ·
—式 (2.54)の導出—
式 (2.52)と (2.53)より(

∂

∂m1

)
T,p

=
(
∂

∂c

)
T,p

(
∂c

∂m1

)
T,p

N0 は一定で、 (
∂c

∂m1

)
T,p

=
M0N0

NAV 2

[
V −m1

(
∂V

∂m1

)]
=
M0N

2
0V0

NAV 2

=
c0N0V0

V

ここで， (
∂V

∂m1

)
T,p

=
M0N0

M1

(
∂V

∂N1

)
T,p

=
M0N0V1

M1

m1

(
∂V

∂m1

)
T,p

= N1V1, V −N1V1 = N0V0

を使用している。以上から式 (2.54)が得られる。
· · · · · · · · ·
したがって、式 (2.50)を書き換えると、

Rθ = −2π2ñ2RTV0c

NAλ4

(
∂ñ

∂c

) 2

T,p

/(
∂µ0

∂c

)
T,p

(2.55)



34 2章 揺らぎの理論

となる。更に書き換えるとこの式は

Kc

Rθ
= − 1

V0RT

(
∂µ0

∂c

)
T,p

(2.56)

K ≡ 2π2ñ2

NAλ4

(
∂ñ

∂c

) 2

T,p

(2.57)

と表される。ここで、K は光学定数と呼ばれる量である。µ0 は浸透圧 π

と次の関係にある。

µ0 − µ◦
0 = −V ◦

0 π = −V ◦
0 RT

(
c

M
+A2c

2 +A3c
3 + · · ·

)
(2.58)

ここで、A2 は第 2ビリアル係数、A3 は第 3ビリアル係数である。した
がって，(

∂µ0

∂c

)
T,p

= −V ◦
0

(
∂π

∂c

)
T,p

= −V ◦
0 RT

(
1
M

+ 2A2c+ 3A3c
2 + · · ·

)
(2.59)

この式を式 (2.56)に代入すると、

Kc

Rθ
=

1
M

+ 2A2c+ 3A3c
2 + · · · (2.60)

が得られる。ただし、V0 ≃ V ◦
0 とした。この式は高分子の特性解析に用い

られる基本式である。

· · · · · · · · ·
—Note—
浸透平衡より、

µ 0
0 (T, p) = µ0(T, p+ π, c)

= µ0(T, p, c) +
(
∂µ0

∂p

)
T,c

π +
1
2

(
∂2µ0

∂p2

)
T,c

π2 + · · ·

したがって(
∂µ0

∂c

)
T,p

= −V0

(
∂π

∂c

)
T,p

− π

(
∂V0

∂c

)
T,p

− π2

2

(
∂2V0

∂p∂c

)
T
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−π
(
∂V0

∂p

)
T,c

(
∂π

∂c

)
T,p

+ · · ·

= −V 0
0 RT

[
1
M

+ 2
(
A2 −

RTκ0

2M2

)
c+ · · ·

]

である。ここで、

π

RT
=

c

M
+A2c

2 + · · ·

V0 = V 0
0

[
1 − 1

2

(
∂v1
∂c

)
T,p,0

c2 + · · ·
]

を使用している。

· · · · · · · · ·

2.3 準 2成分系

単一溶媒 (成分 0)と分子量のみの異なる多成分高分子から成る溶液を考
える。 (

∂ñ

∂mi

)
T,p,mk

=
(
∂ñ

∂m

)
T,p

(for all i) (2.61)

m =
r∑

i=1

mi (2.62)

式 (2.22)、(2.47)、(2.48)より、

ψij =
mi

Mi
+Bijmimj + · · · (2.63)

である。 | ψψψ |を展開すると，

| ψψψ |=
( r∏

i=1

ψii

)(
1 −

∑
i<j

ψijψji

ψiiψjj
+ · · ·

)
(2.64)
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であり、ψij = ∂ | ψψψ | /∂ψij より、

∂ ln | ψψψ |
∂ψij

=
1

| ψψψ |
∂ | ψψψ |
∂ψij

=
ψij

| ψψψ |

=
1
ψii

δij −
(

ψji

ψiiψij

)
i ̸=j

+ · · · (2.65)

となる。式 (2.63)を用いて、

ψij

| ψψψ |
=
Mi

mi
δij −BijMiMj + · · · (2.66)

となる。以上より、式 (2.46)から、

Rθ =
2π2ñ2

NAλ4c0

(
∂ñ

∂m

) 2

T,p

( r∑
i=1

Mimi −
r∑

i=1

r∑
j=1

BijMiMjmimj + · · ·
)

(2.67)
が得られる。

高分子成分中の i成分の重量分率 wi = mi/m、重量平均分子量Mw =∑r
i=1Miwi を用いると、

Rθ =
2π2ñ2

NAλ4c0

(
∂ñ

∂m

) 2

T,p

(
Mwm−

r∑
i=1

r∑
j=1

BijMiMjwiwjm
2 + · · ·

)
(2.68)

と書ける。式 (2.54)と同じく、(
∂

∂m

)
T,p

=
c0N0V0

V

(
∂

∂c

)
T,p

(2.69)

である。また、vi = NAVi/Mi, vi = v̄, ci = NiMi/NAV を使用す

ると ∑
NiVi

N0V0
=

∑
NiVi

V −
∑
NiVi

=
∑
NiVi/V

1 −
∑
NiVi/V

∑
NiVi

V
=

∑
NiMivi

V
=

∑
civi = v̄c
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であり、

m =
c

c0

=
NAV

M0N0
c

=
NAV0

M0

(
1 +

∑r
i=1NiVi

N0V0

)
c

=
NAV0

M0

c

1 − v̄c
(2.70)

(V = N0V0 +
∑r

i=1NiVi、v̄ = vi = NAVi/Mi for all i)
ただし、成分 iの部分比容 vi と質量濃度 ci は

vi =
NAVi

Mi

ci =
NiMi

NAV

である。

したがって、

Rθ =
2π2ñ2

NAλ4c0

(
c0N0V0

V

)2(
∂ñ

∂c

) 2

T,p

NAV0

M0

[
Mwc(1 − v̄c)−1

−NAV0

M0

r∑
i=1

r∑
j=1

BijMiMjwiwjc
2(1 − v̄c)−2 + · · ·

]
(2.71)

N0V0/V = 1 − v̄c、NAV0/M0 = (1 − v̄c)/c0 (= v̄0)より、

Rθ =
2π2ñ2

NAλ4

(
∂ñ

∂c

) 2

T,p

(1 − v̄c)3
[
Mwc(1 − v̄c)−1

−v̄0
r∑

i=1

r∑
j=1

BijMiMjwiwjc
2(1 − v̄c)−2 + · · ·

]
(2.72)

であり、

Rθ

K
= Mwc− 2Mwv̄c

2 − v̄0

r∑
i=1

r∑
j=1

BijMiMjwiwjc
2 + · · · (2.73)
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と書くことができる。2Mw = 2
∑r

i=1Miwi =
∑r

i=1

∑r
j=1(Mi +Mj)wiwj

より、この式は

Rθ

K
= Mwc−

r∑
i=1

r∑
j=1

MiMj

(
v̄0Bij +

v̄

Mi
+

v̄

Mj

)
wiwjc

2 + · · · (2.74)

となる。したがって、

Kc

Rθ
=

1
Mw

+ 2A2c+ · · · (2.75)

A2 =
1
M 2

w

r∑
i=1

r∑
j=1

AijMiMjwiwj (2.76)

Aij =
v̄0
2
Bij +

v̄

2

(
1
Mi

+
1
Mj

)
(2.77)

である。

2.4 混合溶媒系

2種の溶媒 (成分 0, 1) + 単分散高分子 (成分 2)から成る 3成分系を考
える。この種の系については E.F.CasassaとH.Eisenbergによる詳細な考
察 3 がある。式 (2.46)より、

Rθ =
2π2ñ2

NAλ4c0 | ψψψ |

[
m 2

1

(
∂ñ

∂m1

) 2

T,p,m2

ψ22

−2m1m2

(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

(
∂ñ

∂m2

)
T,p,m1

ψ12

+m 2
2

(
∂ñ

∂m2

) 2

T,p,m1

ψ11

]
(2.78)

である。式 (2.22)より、

ψij =
mj

Mi

(
δij +MiBijmi + 2Mi

2∑
k=1

Bijkmimk + · · ·
)

(2.79)

となる。ここで、Bij、Bijk の添字は交換可能である。



2.4 混合溶媒系 39

m1が一定でm2 = 0のときのRθをR 0
θ とする。R

0
θ は混合溶媒の散乱

強度 (Rayleigh比)である。

R ′
θ = Rθ −R 0

θ (2.80)

は混合溶媒系 (組成 m1) における過剰 Rayleigh 比の定義を与える。式
(2.79)を式 (2.78)に代入、R ′

θ を計算すると以下の結果を得る。

Kmm2

R ′
θ

=
1

M2,ap
+ 2B2,apm2 + · · · (2.81)

Km =
2π2ñ2

NAλ4c0

(
∂ñ

∂m2

) 2

T,p,m1

(2.82)

M2,ap = M2(1 − 2γmM1B12m1 + · · ·) (2.83)

B2,ap =
1
2
B22 +

[
(1 + 2γmM1M

−1
2 )B122 −

1
2
M1B

2
12

+γmM1B12B22

]
m1 + · · · (2.84)

γm =
(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

/(
∂ñ

∂m2

)
T,p,m1

(2.85)

R ′
θ の測定より、直接求められるのは見かけの分子量M2,ap、見かけの第

2ビリアル係数 B2,ap である。γm が 0の場合には真の分子量M2 が求め

られる。

混合溶媒系でM2、 A2 を得るには以下に示す透析法を用いる。

—透析法—
式 (2.46)より

Rθ

K ′ =
1

c0(ψ22 − ψ 2
12/ψ11)

{[
m2

(
∂ñ

∂m2

)
−m1

(
∂ñ

∂m1

)
ψ12

ψ11

]2

+m2
1

(
∂ñ

∂m1

)2
ψ22

ψ11
−m2

1

(
∂ñ

∂m1

)2(
ψ12

ψ11

)2}
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であり、

Rθ

K ′ =
1

c0(ψ11ψ22 − ψ12ψ21)

[
m 2

1

(
∂ñ

∂m1

) 2

T,p,m2

ψ22

−2m1m2

(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

(
∂ñ

∂m2

)
T,p,m1

ψ12 +m 2
2

(
∂ñ

∂m2

) 2

T,p,m1

ψ11

]
=

1
c0(ψ22 − ψ 2

12/ψ11)

[
m2

(
∂ñ

∂m2

)
T,p,m1

−m1

(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

ψ12

ψ11

]2

+
(
∂ñ

∂m1

) 2

T,p,m2

m 2
1

c0ψ11
(2.86)

K ′ =
2π2ñ2

NAλ4
(2.87)

となる。

ここで、ψij を求めるため、この 3成分系の熱力学的性質を調べる。成
分 i (i = 1, 2)の化学ポテンシャルに対して、

dµi =
(
∂µi

∂m1

)
T,p,m2

dm1 +
(
∂µi

∂m2

)
T,p,m1

dm2 + Vidp (2.88)

である。ただし、

Vi =
(
∂µi

∂p

)
T,m1,m2

(2.89)

を用いた。透析平衡の状態を考えると、dp = dπ (π: 浸透圧)である。成
分 2について、式 (2.88)より、(

∂µ2

∂m2

)
T,µ0,µ1

=
(
∂µ2

∂m1

)
T,p,m2

(
∂m1

∂m2

)
T,µ0,µ1

+
(
∂µ2

∂m2

)
T,p,m1

+V2

(
∂π

∂m2

)
T,µ0,µ1

(2.90)

である。成分 1について (dµ1 = 0)、(
∂µ1

∂m1

)
T,p,m2

(
∂m1

∂m2

)
T,µ0,µ1

= −
(
∂µ1

∂m2

)
T,p,m1

− V1

(
∂π

∂m2

)
T,µ0,µ1

(2.91)
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である。また、p =一定下 (dp = 0)では、(
∂m1

∂m2

)
T,p.µ1

= −
(
∂µ1

∂m2

)
T,p,m1

/(
∂µ1

∂m1

)
T,p,m2

(2.92)

である。T と pが一定 (N0 一定)の下では、dV = V1dN1 +V2dN2で、透

析平衡の下で、

V ∗
2 ≡

(
∂V

∂N2

)
T,p,µ1

= V2 + V1

(
∂N1

∂N2

)
T,p,µ1

(2.93)

= V2 −
V1M2

M1

(
∂µ1

∂m2

)
T,p,m1

/(
∂µ1

∂m1

)
T,p,m2

(2.94)

となる。但し，mi = MiNi/M0N0 と式 (2.92)および

V ∗
2 = V2 +

V1M2

M1

(
∂m1

∂m2

)
T,p,µ1

を使用した．

透析平衡条件

µ 0
i (T, p′) = µi(T, p,m2) (i = 0, 1)

p− p′ = π

より

µi(T, p,m2) = µi(T, p′,m2) +
(
∂µi

∂p

)
T,mk

π + · · ·

となる。この式は (
∂µi

∂p

)
T,mk

=
(

∂2G

∂Ni∂p

)
T,mk

= Vi

を用いると

µ 0
i (T, p′) − µi(T, p′,m2) = Viπ + · · ·
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と書ける。m2 −→ 0では

V0dπ = −dµ0, V1dπ = −dµ1

であり、

(N0V0 +N1V1)dπ = V dπ

= −N0dµ0 −N1dµ1 = N2dµ2 (2.95)

となる。この式から

V

N2

(
∂π

∂m2

)
T,µ1

=
(
∂µ2

∂m2

)
T,µ0,µ1

(2.96)

が得られる。

式 (2.90)、(2.91)より、

V

N2

(
∂π

∂m2

)
T,µ1

=
(
∂µ2

∂m1

)
T,p,m2

(
∂m1

∂m2

)
T,µ0,µ1

+
(
∂µ2

∂m2

)
T,p,m1

+ V2

(
∂π

∂m2

)
T,µ1

= −
(
∂µ2

∂m1

)
T,p,m2

(
∂µ1

∂m2

)
T,p.m1

/(
∂µ1

∂m1

)
T,p,m2

−V1

(
∂π

∂m2

)
T,µ1

(
∂µ2

∂m1

)
T,p,m2

/(
∂µ1

∂m1

)
T,p,m2

+
(
∂µ2

∂m2

)
T,p,m1

+ V2

(
∂π

∂m2

)
T,µ1

(2.97)

式 (2.22)より、 (
∂µ1

∂m1

)
T,p,m2

=
M1kT

m 2
1

ψ11 (2.98)

(
∂µ1

∂m2

)
T,p,m1

=
M1kT

m1m2
ψ12,

(
∂µ2

∂m1

)
T,p,m2

=
M2kT

m1m2
ψ21 (2.99)

(
∂µ2

∂m2

)
T,p,m1

=
M2kT

m 2
2

ψ22 (2.100)
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である。式 (2.97)−(2.100)より、

M2kT

m 2
2

(
ψ22 −

ψ 2
12

ψ11

)
=

(
V

N2
− V ∗

2

)(
∂π

∂m2

)
T,µ1

(2.101)

c0

(
ψ22 −

ψ 2
12

ψ11

)
=
m2(1 − ρ2V

∗
2 )

kT

(
∂π

∂m2

)
T,µ1

(2.102)

が得られる。これらの式の計算では以下の式(
∂µ1

∂m2

)
T,p,m1

=
M1

M2

(
∂µ2

∂m1

)
T,p,m2

および式 (2.94)の V ∗

V ∗
2 = V2 − V1

(
∂µ2

∂m1

)
T,p,m2

/(
∂µ1

∂m1

)
T,p,m2

から得られる式(
∂µ2

∂m1

)
T,p,m2

/(
∂µ1

∂m1

)
T,p,m2

= −V
∗
2 − V2

V1

を用いている。なお、

m2 =
M2N2

M0N0
, c0 =

M0N0

NAV
, ρ2 ≡ N2

V

である。

T と pが一定の下では、

dñ =
(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

dm1 +
(
∂ñ

∂m2

)
T,p,m1

dm2 (2.103)

である。

透析平衡の下では、式 (2.92)と式 (2.98)−(2.100)を用いて

m2

(
∂ñ

∂m2

)
T,p,µ1

= m2

(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

(
∂m1

∂m2

)
T,p,µ1

+m2

(
∂ñ

∂m2

)
T,p,m1

= m2

(
∂ñ

∂m2

)
T,p,m1

−m2

(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

(
∂µ1

∂m2

)
T,p,m1

/(
∂µ1

∂m1

)
T,p,m2

= m2

(
∂ñ

∂m2

)
T,p,m1

−m1

(
ψ12

ψ11

)(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

(2.104)
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と成る。

T、p、µ1 一定下での Rθ と R 0
θ (m2 −→ 0 で Rθ −→ R 0

θ )の差を R ∗
θ

とする。

R ∗
θ = Rθ −R 0

θ (2.105)

式 (2.86)で (
∂ñ

∂m1

)2(
m 2

1

c0ψ11

)
はm2 に依らないとする。式 (2.102)と (2.104)を式 (2.86)に代入すると

R ∗
θ

K ′ =
(
∂ñ

∂m2

) 2

T,p,µ1

(
∂π

∂m2

) −1

T,µ1

m2kT

(1 − V ∗
2 ρ2)

(2.106)

が得られる。式 (2.54)と同様の(
∂

∂m2

)
T,p,µ1

= c0(1 − V ∗
2 ρ2)

(
∂

∂c2

)
T,p,µ1

(2.107)

m2 =
c2
c0

=
NAV

M0N0
c2

を用いると
R ∗

θ

K ′ =
(
∂ñ

∂c

) 2

T,p,µ1

(
∂π

∂c

) −1

T,µ1

cRT (2.108)

となる。ただし、c ≡ c2 である。

したがって、光散乱式

K∗

R ∗
θ

=
1
M2

+ 2A2,22(c ′1)c+ · · · (2.109)

K∗ =
2π2ñ2

NAλ4

(
∂ñ

∂c

) 2

T,p,µ1

が得られる。ただし、

π

RT
=

c

M2
+A2,22(c ′1)c

2 + · · ·
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を用いた。

この方法を用いると、真の分子量M2 と混合溶媒 (組成 c ′1)中での第 2
ビリアル係数が求められる。

· · · · · · · · ·
—補足—
Km と K∗ の違いは (∂ñ/∂c)T,p,m1 と (∂ñ/∂c)T,p,µ1 の違いのよる。し

たがって、式 (2.104)より、(∂ñ/∂m1)T,p,m2 = 0 ならば、両者に差はなく
なる。

以上の計算から、定 T, p系では各成分のゆらぎは分離できないが、定

µD 系では溶質 (非拡散成分)のゆらぎのみが分離できることが分かる。
T、p、µ1 一定条件は厳しすぎる。そこで、T、µ1 一定条件を考える、

一般に，

dñ =
(
∂ñ

∂T

)
p,m

dT +
(
∂ñ

∂p

)
T,m

dp+
(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

dm1

+
(
∂ñ

∂m2

)
T,p,m1

dm2

より (
∂ñ

∂m2

)
T,µ1

=
(
∂ñ

∂m2

)
T,p,m1

+
(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

(
∂m1

∂m2

)
T,µ1

+
(
∂ñ

∂p

)
T,m

(
∂π

∂m2

)
T,µ1

である。なお、∆p = ∆πである。　式 (2.104)より、(
∂ñ

∂m2

)
T,p,µ1

=
(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

(
∂m1

∂m2

)
T,p,µ1

+
(
∂ñ

∂m2

)
T,p,m1(

∂ñ

∂m2

)
T,p,µ1

−
(
∂ñ

∂m2

)
T,µ1

=
(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

[(
∂m1

∂m2

)
T,p,µ1

−
(
∂m1

∂m2

)
T,µ1

]
−

(
∂ñ

∂p

)
T,m

(
∂π

∂m2

)
T,µ1
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と書ける。式 (2.91)より、(
∂m1

∂m2

)
T,µ1

= − (∂µ1/∂m2)T,p,m1

(∂µ1/∂m1)T,p,m2

− V1(∂π/∂m2)T,µ1

(∂µ1/∂m1)T,p,m2

式 (2.92)より、 (
∂m1

∂m2

)
T,p,µ1

= − (∂µ1/∂m2)T,p,m1

(∂µ1/∂m1)T,p,m2

であり、(
∂ñ

∂m2

)
T,p,µ1

−
(
∂ñ

∂m2

)
T,µ1

=
[
V1

(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

/(
∂µ1

∂m1

)
T,p,m2

−
(
∂ñ

∂p

)
T,m

](
∂π

∂m2

)
T,µ1

=
[
v1m

2
1

kTψ11

(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

−
(
∂ñ

∂p

)
T,m

](
∂π

∂m2

)
T,µ1

が得られる。ただし、(
∂µ1

∂m1

)
T,p,m2

=
M1kT

m 2
1

ψ11

を使用した。なお、(
∂π

∂m2

)
T,µ1

= const
(

1
M2

+ · · ·
)

である。

· · · · · · · · ·

—選択吸着について—

Γ1 ≡
(
∂m1

∂m2

)
µ1

= −
(
∂µ1

∂m2

)
T,p,m1

/(
∂µ1

∂m1

)
T,p,m2

で与えられるΓ1を成分 2に対する成分 1の選択吸着係数と云う。式 (2.104)
より、(
∂ñ

∂m2

)
T,p,µ1

=
(
∂ñ

∂m2

)
T,p,m1

−
(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

(
∂µ1

∂m2

)
T,p,m1

/(
∂µ1

∂m1

)
T,p,m2
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であり、Γ1 は

Γ1 =
[(

∂ñ

∂m2

)
T,p,µ1

−
(
∂ñ

∂m2

)
T,p,m1

]/(
∂ñ

∂m1

)
T,p,m2

となる。したがって、温度 T と圧力 p一定の下での屈折率増分と透析平

衡の下での屈折率増分から Γ1 を求めることができる。

2.5 濃厚系

[2成分系]
溶媒成分 0と高分子成分 1の 2成分系に対して、Flory-Huggins理論を

基礎とした現象論によると、混合の Gibbs自由エネルギー∆Gは

∆G
RT

= (N0 +N1P1)
[
ϕ0 lnϕ0 +

ϕ1

P1
lnϕ1 + h(T, p, ϕ1)

]
(2.110)

と表される。ここで、Rは気体定数、T は絶対温度、Ni は成分 iの物質

量、hは相互作用函数で、成分 iの体積分率と相対鎖長 Pi は

ϕi =
NiVi

V
, Pi =

Vi

V0
(2.111)

で定義する。ただし、Viは成分 iのモル体積である。∆µ0 = (∂∆G/∂N0)T,p,N1、

∆µ1 = (∂∆G/∂N1)T,p,N0 より、成分 0の化学ポテンシャル µ0 と成分 1
の化学ポテンシャル µ1 はそれぞれ次式

µ0 = µ◦
0 +RT

[
ln(1 − ϕ1) +

(
1 − 1

P1

)
ϕ1 + χϕ2

1

]
(2.112)

µ1 = µ◦
1 +RT [lnϕ1 − (P1 − 1)(1 − ϕ1) + P1χP (1 − ϕ1)2] (2.113)

となる。相互作用パラメータ χは相互作用函数 hと

χ = −
[
∂(h/ϕ1)
∂ϕ1

]
T,p

(2.114)

の関係があり、χP は

χP (1 − ϕ1)2 = −χϕ1(1 − ϕ1) +
∫ 1

ϕ1

χdϕ1 (2.115)
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で与えられる。これらの式は成分 1の体積分率 ϕ1の函数として表されて

いる。式 (2.56)において、質量濃度 cを ϕ1 に変換すると、

KϕV0ϕ1

Rθ
= − 1

RT

(
∂µ0

∂ϕ1

)
T,p

(2.116)

となる。ここで、Kϕ は

Kϕ =
2π2ñ2

NAλ4

(
∂ñ

∂ϕ1

)2

(2.117)

である。この式 (2.117)に上の式を代入すると、

χ+
1
2
ϕ1

∂χ

∂ϕ1
=

1
2

(
1

1 − ϕ1
+

1
P1ϕ1

− KϕV0

Rθ

)
(2.118)

が得られる。

したがってこれらの式から、光散乱測定によって (∂µ0/∂ϕ1)T,p (あるい
は (∂µ1/∂ϕ1)T,p)および χが求められることが解る。さらに相分離が起

こる系では、(∂2∆G/∂ϕ2
1)T,p = ∂µ1/∂ϕ1)T,p が 0になる温度として尖点

(Spinodal)温度 Tsp が決定できる。T = Tsp では、1/Rθ = 0で、散乱光
強度が無限大になる。 具体的には、ϕ1 一定で T を変化させて Rθ を測定

し，(KϕV0ϕ1/Rθ) −→ 0へ外挿することにより，Tsp が決定できる．

[3成分系]
溶媒 (成分 0)と 2種の高分子 (成分 1、2)から成る 3成分系の∆Gは

∆G
RT

=
(
N0+

2∑
i=1

NiPi

)[
ϕ0 lnϕ0+

2∑
i=1

ϕi

Pi
lnϕi+h(T, p, ϕ1, ϕ2)

]
(2.119)

と表される。式 (2.112)と同様にして

µ0 − µ 0
0

RT
= lnϕ0 +

(
1 − 1

Pn

)
ϕ+ χϕ2 (2.120)

で相互作用パラメータ χを定義すると、

χ = −
[
∂(h/ϕ)
∂ϕ

]
T,wi

(2.121)
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である。ただし、全高分子の体積分率 ϕと数平均相対鎖長 Pn、成分 iの

重量分率 ξi は

ϕ =
2∑

i=1

ϕi, P −1
n =

2∑
i=1

P −1
i ξi, ξi =

ϕi

ϕ
(2.122)

で与えられる。また、成分 iの化学ポテンシャル µi は、

µi − µ ∞
i

RT
= lnϕi + Pi

(
1 − 1

Pn

)
ϕ

−Pi

[∫ ϕ

0

χdϕ+ (1 − ξi)
∫ ϕ

0

(
∂χ

∂ξi

)
dϕ+ χϕ0ϕ

]
(2.123)

となる。ここで、

µ ∞
i = lim

ϕ→0
(µi −RT lnϕi) (2.124)

である。式 (2.121)−(2.124)より、

h

ϕ
= −

∫ ϕ

0

χdϕ+
2∑

i=1

ξi

[
(µ∞

i − µ 0
i )

PiRT
− 1
Pi

+ 1
]

(2.125)

が得られる。

体積分率 ϕi と質量モル濃度mi の関係

ϕi =
M0Pimi

1 +M0

∑2
i=1miPi

(2.126)

より (
∂

∂mi

)
mk

= M0ϕ0Pi

[(
∂

∂ϕi

)
ϕk

−
2∑

j=1

ϕj

(
∂

∂ϕj

)
ϕk

]
(2.127)

である。この式を用いて，式 (2.123)より (∂µi/∂mi)を求め、式 (2.46)に
代入して計算すると問題の 3成分系に対する Rθ が求められる。

式 (2.46)は前方散乱に対する過剰 Rayleigh比 ∆R0 に対して次式のよ

うに書き直せる。1

∆R0 = KvMRT
r∑

i=1

r∑
j=1

(
∂ñ

∂mi

)
T,p,mk

(
∂ñ

∂mj

)
T,p,mk

ψij

| ψψψ |
(2.128)
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ここで、K は光学定数 (K = 2π2n2/NAλ
4
0)、miは成分 iの質量モル濃度

であり、vM は溶媒の単位質量あたりの溶液の体積で

vM =
V0(n0 +

∑r
i=1 niPi)

n0M0

=
V0

M0(1 − ϕ)
(2.129)

と表される。ni は成分 iの物質量 (単位はモル)である。
3成分系の場合、成分 iの体積分率 ϕi は質量モル濃度mi と

ϕi =
M0miPi

1 +M0

∑2
i=imiPi

(2.130)

の関係がある。この式から、以下の式が導ける。

∂ϕi

∂mi
= M0Pi(1 − ϕi)(1 − ϕ) (2.131)

∂ϕj

∂mi
= −M0Piϕj(1 − ϕ) (2.132)

(
∂

∂mi

)
mk

= M0(1 − ϕ)Pi

[(
∂

∂ϕi

)
ϕk

−
2∑

j=1

ϕj

(
∂

∂ϕj

)
ϕk

]
(2.133)

最後の関係式は(
∂n

∂mi

)
T,p,mk

= M0(1 − ϕ)Pi

[(
∂n

∂ϕi

)
ϕk

−
2∑

j=1

ϕj

(
∂n

∂ϕj

)
ϕk

]
= M0(1 − ϕ)Piγ̃i (2.134)

を与える。ここで、γ̃i は

γ̃i = γi −
2∑

j=1

γjϕj (2.135)

γi =
(
∂n

∂ϕi

)
ϕk

(2.136)

である。
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式 (2.129)と (2.134)を式 (2.128)に代入すると、

∆R0 = KRTM0V0(1 − ϕ)
2∑

i=1

2∑
j=1

γ̃iγ̃jPiPj
ψij

| ψψψ |
(2.137)

が得られる。

組成変数を (ϕ1, ϕ2)から (ϕ, ξ1)に変えると式 (2.133)は(
∂

∂m1

)
m2

= M0(1− ϕ)P1

[
(1− ϕ)

(
∂

∂ϕ

)
ξ1

+
1 − ξ1
ϕ

(
∂

∂ξ1

)
ϕ

]
(2.138)

(
∂

∂m2

)
m1

= M0(1 − ϕ)P2

[
(1 − ϕ)

(
∂

∂ϕ

)
ξ1

− ξ1
ϕ

(
∂

∂ξ1

)
ϕ

]
(2.139)

となる。これらの関係を用いると、式 (2.123)から µij に対して以下の式

が得られる。

µ11

RT
= M0P

2
1 (1 − ϕ)

[
1 − ϕ1

P1ϕ1
+

(
1 − 1

P1

)
−

(
1 − 1

Pn

)
ϕ

−(1 − ϕ)2L− 2(1 − ϕ)(1 − ξ1)Q+
(1 − ξ1)2

ϕ
S

]
(2.140)

µ22

RT
= M0P

2
2 (1 − ϕ)

[
1 − ϕ2

P2ϕ2
+

(
1 − 1

P2

)
−

(
1 − 1

Pn

)
ϕ

−(1 − ϕ)2L+ 2(1 − ϕ)ξ1Q+
ξ21
ϕ
S

]
(2.141)

µ12

RT
=
µ21

RT

= M0P1P2(1 − ϕ)
[
1 − 1

P1
− 1
P2

−
(

1 − 1
Pn

)
ϕ

−(1 − ϕ)2L− (1 − ϕ)(1 − 2ξ1)Q− ξ1(1 − ξ1)
ϕ

S

]
(2.142)

ここで、

L ≡ −
(
∂2h

∂ϕ2

)
ξ1

= 2χ+ ϕ

(
∂χ

∂ϕ

)
ξ1

(2.143)
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Q ≡ 1
ϕ2

[(
∂h

∂ξ1

)
ϕ

− ϕ

(
∂2h

∂ϕ∂ξ1

)]
=

(
∂χ

∂ξ1

)
ϕ

(2.144)

S ≡ 1
ϕ

(
∂2h

ξ21

)
ϕ

= −
∫ ϕ

0

(
∂2χ

∂ξ21

)
ϕ

dϕ (2.145)

である。

式 (2.140)、(2.141)、(2.142)を式 (2.137)に代入すると∆R0 に対する式

KV0ϕ

∆R0
=

1 + ϕ(1 − ϕ)−1Pw − ϕ(PwL+ Y )
WX

(2.146)

W =
γ̃2
1P1ξ1 + γ̃2

2P2ξ2
(1 − ϕ)2

(2.147)

X = 1 +
ξ1ξ2

γ̃2
1P1ξ1 + γ̃2

2P2ξ2

{
(γ̃1 − γ̃2)2P1P2

[
1 +

(
1
Pn

− 1
)
ϕ

]
ϕ

−2(γ̃1 − γ̃2)(γ̃1P1 − γ̃2P2)ϕ− (γ̃1 − γ̃2)2P1P2(1 − ϕ)2ϕL

+2(γ̃1 − γ̃2)(γ̃1ξ1 + γ̃2ξ2)P1P2(1 − ϕ)ϕQ

+(γ̃1ξ1 + γ̃2ξ2)2P1P2S

}
(2.148)

Y = ξ1ξ2

[
2(P1−P2)Q−P1P2

(
1

1 − ϕ
+

1
Pnϕ

−L
)
S+P1P2ϕQ

2

]
(2.149)

を得ることができる。

· · · · · · · · ·
—µ1 の式に対する補足—

Gibbs-Duhemの式より

ϕ0

V0

(
∂µ0

∂ϕ1

)
+
ϕ1

V1

(
∂µ1

∂ϕ1

)
= 0

であり、 (
∂µ1

∂ϕ

)
= −1 − ϕ

ϕ
P1

(
∂µ0

∂ϕ

)
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が得られる。ただし、ここでは ϕ = ϕ1 とする。本文中の µ1 の式から

1
RT

(
∂µ1

∂ϕ

)
=

1
ϕ

+ (P1 − 1) − P1

(
1
ϕ
− 1

)[
∂

∂ϕ
(χϕ2)

]
である。この式を積分すると

µ1

RT
= lnϕ+ (P1 − 1)ϕ|ϕ1 − P1χϕ(1 − ϕ)|ϕ1 − P1

∫ ϕ1

χdϕ+ C

となる。C は積分定数である。

積分の下限を 1とすると

µ1

RT
= lnϕ1 + (P1 − 1)ϕ1 − (P1 − 1) − P1

(
χϕ1ϕ0 +

∫ ϕ1

1

χdϕ
)

+ C

である。ϕ1 −→ 1のとき µ1 −→ µ0
1 であるから

C =
µ0

1

RT

となる。したがって

µ1 − µ0
1

RT
= lnϕ1 + (P1 − 1)ϕ1 − (P1 − 1) − P1

(
χϕ1ϕ0 +

∫ ϕ1

1

χdϕ
)

が得られる。

積分の下限を 0とすると

µ1

RT
= lnϕ1 + (P1 − 1)ϕ1 − lim

ϕ1→0
(lnϕ1) − P1χϕ1ϕ0 − P1

∫ ϕ1

0

χdϕ+ C

である。ϕ1 −→ 0では

C − lim
ϕ1→0

(lnϕ1) = lim
ϕ1→0

(
µ1

RT
− lnϕ1

)
≡ µ∞

1

RT

である。したがって

µ1 − µ∞
1

RT
= lnϕ1 + (P1 − 1)ϕ1 − P1

(
χϕ1ϕ0 +

∫ ϕ1

0

χdϕ
)

が得られる。

· · · · · · · · ·
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3章 分布函数理論

体積 V 中に N 個の散乱体がある系を考える。1,2, 3 入射光は z 方向で垂

直方向の平面偏光 (電気ベクトルの方向を ex)とする。

E0 = exE
0

0 exp(iωt) (3.1)

k番目の散乱体の位置をRk とすると、双極子能率は

{Pk} = exP0kexp[iω(t− Rk · ez

c̃′
)] (3.2)

P0k ≡ αkE
0

0 (3.3)

と書ける。ここで、αk は分極率である。式 (1.45)より

|Ek| = αkE
0

0

(
ω

c̃

)2 sinθx

rk
exp

[
iω(t− rk + Rk · ez

c̃′
)
]

(3.4)

|Ek| ≃ αkE
0

0

(
ω

c̃

)2 sinθx

r
exp

[
iω(t− r

c̃′
)
]
exp

[
2πi
λ′

Rk · (er − ez)
]

(3.5)

となる。全散乱体からの電場 Eは

|E| =
N∑

k=1

|Ek| = E 0
0

(
ω

c̃

)2 sinθx

r
exp

[
iω(t− r

c̃′
)
] N∑

k=1

αk exp(s′ · Rk)

(3.6)

s′ =
2πi
λ′

s, s = er − ez, |s| = 2sin(θ/2) (3.7)

で表される。ここで、s′ あるいは sは散乱ベクトルと呼ばれる。

I = |E|2 = EE∗、 I0 = (E 0
0 )2 より、散乱光強度に対して

I

I0
=

16π4

λ4

sin2θx

r2
G (3.8)
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x

y

z

r
θx

θ
Rl

Rk

Rkl

k

l

rk

rl

入射光

散乱光

ez

er s(散乱ベクトル)
θ

図 3.1 入射光、散乱光と散乱ベクトル

G =
∑

k

∑
l

αkαl exp[s′ · (Rk − Rl)] =
∑

k

∑
l

αkαl exp(s′ · Rkl) (3.9)

を得ることができる。

非偏光の入射光に対しては

I

I0
=

8π2

λ4r2
(1 + cos2θ)G (3.10)

である。

また、非局在系に対しては

⟨G⟩ =
∑

k

∑
l

αkαl

∫
P (Rkl)exp(s′ · Rkl)dRkl (3.11)

となる。ここで、P (Rkl)は分布関数である。Rayleigh比 Rθ は最終的に

Rθ =
8π4

λ4

⟨G⟩
V

(3.12)

と書ける。
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3.1 一般論

系に含まれる分子種を 0、1、2、· · ·、rの r + 1成分、分子種 σの分子

数をNσ、σ種分子 1個内の散乱体の数を nσ とする。全散乱体の数N は

N =
r∑

σ=1

Nσnσ

である。式 (3.11)では、散乱体 i1、j1 (分子内)と i1、i2 (分子間)の間の
距離Ri1j1、Ri1i2 の分布関数 P (Ri1j1)、P (Ri1i2)を考えれば充分である。

1体および 2体の分布関数 F1(1σ), F2(1σ, 2τ )を用いると、

P (Ri1j1) = V −1

∫
F1(1σ)d(1σ)/dRi1j1 (3.13)

P (Ri1i2) = V −2

∫
F2(1σ, 2τ )d(1σ, 2τ )/dRi1i2 (3.14)

と書ける。(補遺 3.A参照) したがって、⟨G⟩は

⟨G⟩ =
r∑

σ=1

Nσα
2

σ

nσ∑
i1=1

nσ∑
j1=1

V −1

∫
F1(1σ)exp(s′ · Ri1j1)d(1σ)

+
r∑

σ=1

Nσ(Nσ − 1)α 2
σ

nσ∑
i1=1

nσ∑
i2=1

V −2

×
∫
F2(1σ, 2σ)exp(s′ · Ri1i2)d(1σ, 2σ)

+
r∑

σ,τ=1
σ ̸=τ

NσNτασατ

nσ∑
i1=1

nτ∑
i2=1

V −2

×
∫
F2(1σ, 2τ )exp(s′ · Ri1i2)d(1σ, 2τ ) (3.15)

と表される。ここで、F1、F2 は濃度 c = c1, c2, · · · , cr の函数である。
成分 σの質量濃度は

cσ =
MσNσ

NAV
(3.16)

である。分子がランダムに分布しているとき、F2(1σ, 2τ ) = F1(1σ)F1(2τ )
となる。式 (3.A.28)より、式 (3.15)の第 2項と第 3項は、∫

F2(1σ, 2τ )exp(s′ · Ri1i2)d(1σ, 2τ )
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=
∫
F1(1σ)F1(2τ )exp(s′ · Ri1i2)dR1 1σ · · · dRn 1σdR1 2τ · · · dRn 2τ

=
∫ ∫

exp(s′ · Ri1i2)dRi1dRi2

= V

∫
exp(s′ · Ri1i2)dRi1i2

= 0 (for θ ̸= 0), V 2 (for θ = 0) (3.17)

となる。

ここで、対相関函数 g2(1σ, 2τ , c)を

g2(1σ, 2τ , c) ≡ F2(1σ, 2τ , c) − F1(1σ, c)F1(2τ , c) (3.18)

と定義する。また、分子内干渉因子P1,σ(θ, c)と分子間干渉因子P2,στ (θ, c)
を

P1,σ(θ, c) ≡ n −2
σ

nσ∑
i1=1

nσ∑
j1=1

V −1

∫
F1(1σ, c)exp(s′ · Ri1j1)d(1σ) (3.19)

P2,στ (θ, c) ≡ n −1
σ n −1

τ

nσ∑
i1=1

nτ∑
i2=1

∫
g2(1σ, 2τ , c)exp(s′ · Ri1i2)d(1σ, 2τ )∫

g2(1σ, 2τ , c)d(1σ, 2τ )

(3.20)
と定義する。s′ = 0 (θ = 0)では

lim
θ→0

P1,σ(θ, c) = 1, lim
θ→0

P2,στ (θ, c) = 1 (3.21)

である。

濃度 cにおける分子 σと τ の分子間相互作用を表す量 A2,στ (c)を

A2,στ (c) ≡ − NA

2VMσMτ

∫
g2(1σ, 2τ , c)d(1σ, 2τ ) (3.22)

と書くことにする。c→ 0では、A2,στ (c)は第 2ビリアル係数A2である。

式 (3.18—(3.20)と (3.22)より、式 (3.15)は

⟨G⟩
NAV

=
r∑

σ=1

(nσασ)2M −1
σ P1,σ(θ, c)cσ

−2
r∑
σ

r∑
τ

(nσασ)(nτατ )P2,στ (θ, c)A2,στ (c)cσcτ (3.23)
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となる。

· · · · · · · · ·
—式 (3.23の導出—
式 (3.15)の第 2、3項の中の和は

nσ∑
i1=1

nτ∑
i2=1

V −2

∫
F2(1σ, 2τ )es

′·Ri1i2d(1σ, 2τ )

=
nσ∑

i1=1

nτ∑
i2=1

V −2

[∫
g2(1σ, 2τ , c)es

′·Ri1i2d(1σ, 2τ )

+
∫
F1(1σ, c)F1(2τ , c)es

′·Ri1i2d(1σ, 2τ )
]

=
nσ∑

i1=1

nτ∑
i2=1

V −2

∫
g2(1σ, 2τ , c)es

′·Ri1i2d(1σ, 2τ )

+nσnτ (θ = 0)

−→ − 2
NAV nσnτMσMτP2,στ (θ, c)A2,στ (c)

となる。したがって、

⟨G⟩ =
r∑

σ=1

Nσn
2

σ α
2

σ P1,σ(θ, c)

− 2
NAV

r∑
σ=1

Nσ(Nσ − 1)n 2
σ α

2
σ M

2
σ P2,σσ(θ, c)A2,σσ(c)

+
r∑

σ=1

Nσ(Nσ − 1)n 2
σ α

2
σ (θ = 0)

− 2
NAV

r∑
σ,τ=1
σ ̸=τ

NσNτnσnτασατMσMτP2,στ (θ, c)A2,στ (c)

+
r∑

σ,τ=1
σ ̸=τ

NσNτnσnτασατ (θ = 0)

であり、Nσ ≫ 1, cσ = NσMσ/NAV より、式 (3.23)が得られる。
· · · · · · · · ·
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誘電率 ϵは分子量に依らないとすると、ϵ− ϵ0 = 4πραより

ρα =
1
V

r∑
σ=1

Nσnσασ −→ NA

r∑
σ=1

nσασcσ
Mσ

で、

ñ2 − ñ 2
0 = 4πNA

r∑
σ=1

nσασcσ
Mσ

(3.24)

となる。この式の両辺を cσ で微分して、

nσασ =
Mσñ0

2πNA

(
∂ñ

∂cσ

)
0

(3.25)

が得られる。ただし、ασ は cに依らないものとする。式 (3.12)、(3.23)
より

Rθ

K ′ =
r∑

σ=1

(
∂ñ

∂cσ

) 2

0

MσcσP1,σ(θ, c)

−2
r∑

σ=1

r∑
τ=1

(
∂ñ

∂cσ

)
0

(
∂ñ

∂cτ

)
0

MσMτ cσcτ

×P2,στ (θ, c)A2,στ (c) (3.26)

を得ることができる。ここで、

K ′ ≡ 2π2ñ 2
0

NAλ4
(3.27)

である。

2成分系の場合、式 (3.26)は

Rθ

K
= MP1(θ, c)c− 2M2P2(θ, c)A2(c)c2 (3.28)

となる。ただし、

K ≡ K ′
(
∂ñ

∂c

) 2

0

(3.29)

である。
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P1(θ, c) を P1(θ, c) = P1(θ) + P
(1)

1 (θ)c + · · · と展開し、P2(θ, 0) ≡
P2(θ), A2(0) ≡ A2 と書くと

Kc

Rθ
=

1
MP1(θ)

+ 2A2Q(θ)c+ · · · (3.30)

となる。ここで、

Q(θ) ≡ Q2(θ) −Q1(θ) (3.31)

Q1(θ) =
P

(1)
1 (θ)

2MA2P 2
1 (θ)

(3.32)

Q2(θ) =
P2(θ)
P 2

1 (θ)
(3.33)

である。θ → 0では、P1(θ) → 1，Q(θ) → 1となる。

· · · · · · · · ·

Kc

Rθ
=

[
MP1(θ) + [MP

(1)
1 (θ) − 2N2P2(θ)A2]c+ · · ·

]−1

=
1

MP1(θ)

[
1 +

P
(1)
1 (θ) − 2MP2(θ)A2

P1(θ)
c+ · · ·

]−1

=
1

MP1(θ)

[
1 +

2MP2(θ)A2 − P
(1)
1 (θ)

P1(θ)
c+ · · ·

]
=

1
MP1(θ)

+
[
2
P2(θ)
P 2

1 (θ)
A2 −

P
(1)
1 (θ)

MP 2
1 (θ)

]
c+ · · ·

· · · · · · · · ·

3.2 分子内干渉因子

式 (3.19)より、c −→ 0で

P1(θ) = n−2
∑

i

∑
j

V −1

∫
F1(1σ)es

′·Ri1j1d(1σ)

= n−2
∑

i

∑
j

∫
es

′·Ri1j1 [V −1

∫
F1(1σ)d(1σ)/dRi1j1 ]dRi1j1
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x

y

z

Rij

s’

θ
θ’

図 3.2 ベクトル s′ と Rij

である。式 (3.13)より

P (Ri1j1) = V −1

∫
F1(1σ)d(1σ)/dRi1j1

であることから

P1(θ) = n−2
∑

i

∑
j

∫
P (Rij)exp(s′ · Rij)dRij (3.34)

が得られる。exp(s′ · Rij)を展開し、積分を実行すると、

P1(θ) = 2
∞∑

p=0

(−1)p

(2p+ 1)!

(
4π
λ′

)2p

sin2p(θ/2)n−2
∑
i<j

⟨R 2p
ij ⟩ (3.35)

となる。

· · · · · · · · ·
—式 (3.35)の導出—

s′ · Ri1j1 =
4πi
λ′

sin(θ/2)Rijcosθ′

es
′·Ri1j1 =

∞∑
k=0

1
k!

(s′ · Ri1j1)
k =

∞∑
k=0

1
k!

(
4πi
λ′

)k

sink(θ/2)R k
ij coskθ′
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P1(θ) = n−2
∑

i

∑
j

∞∑
k=0

1
k!

(
4πi
λ′

)k

sink(θ/2)
1
4π

∫ 2π

0

dϕ

×
∫ ∞

0

R k
ijP (Rij)R 2

ijdRij

∫ π

0

coskθ′sinθ′dθ′

= n−2
∑

i

∑
j

∞∑
k=0

1
k!

(
4πi
λ′

)k

sink(θ/2)⟨R k
ij ⟩

1
2

∫ π

0

coskθ′sinθ′dθ′

= n−2
∞∑

p=0

(−1)p

(2p+ 1)!

(
4π
λ′

)2p

sin2p(θ/2)
∑

i

∑
j

⟨R 2p
ij ⟩

⟨R 2p
ij ⟩ =

∫ ∞

0

R 2p
ij P (Rij)R 2

ijdRij

ここで、第 2 式右辺の積分は k が奇数 (k = 2p + 1) のときは 0、偶数
(k = 2p)のときは 1/(2p+ 1)であることを用いた。
· · · · · · · · ·
θ → 0では、

P1(θ) = 1 − 16π2

3λ′2
⟨S2⟩sin2(θ/2) + · · · (3.36)

である。ここで、⟨S2⟩ = n−2
∑

i<j⟨R 2
ij⟩は平均二乗回転半径である。式

(3.30)より

lim
c→0

Kc

Rθ
=

1
M

+
16π2

3λ′2M
⟨S2⟩sin2(θ/2) + · · · (3.37)

が得られる。

· · · · · · · · ·
図 3.3に示すように、主鎖原子に端から 0, 1, 2, 3, · · · , nと番号を付け、

結合を表すベクトルを l1, l2, · · · , ln とする。両端間ベクトルRは

R =
n∑

i=1

li
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0

1

2

i–1
i

j

n

C. M.

φi

θili

Si

Sj

Rij

R

図 3.3 平均 2乗回転半径

であり

⟨R2⟩ ≡ ⟨R2⟩ =
n∑

i=1

⟨l 2
i ⟩ + 2

∑
1≤i≤j≤n

⟨li · lj⟩

となる。⟨R2⟩は平均 2乗両端間距離と呼ばれる。重心から主鎖原子 (要
素)iへのベクトルを Si とし、回転半径 S(スカラー)を

S2 ≡ 1
n+ 1

n∑
i=0

S 2
i

で定義する。重心の定義より

n∑
i=0

Si = 0

要素 i から j へのベクトルを Rij (= Sj − Si) とすると、Si · Sj =
(S 2

i + S 2
j − R 2

ij )/2である。この両辺を i, j について加え、平均をとる

と (
∑

i

∑
j Si · Sj = 0であるので)

⟨S2⟩ =
1

2(n+ 1)2
∑

i

∑
j

⟨R 2
ij ⟩

=
1

(n+ 1)2
∑
i<j

⟨R 2
ij ⟩
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となる。

· · · · · · · · ·
以下に典型的な高分子鎖モデルに対する計算を記す。

(1) Gauss鎖

⟨R 2p
ij ⟩ =

(2p+ 1)!
6pp!

(| i− j | a2)p (3.38)

ここで、a2 は平均二乗セグメント長である。式 (3.35)において

n−2
∑
i<j

⟨R 2p
ij ⟩ =

(2p+ 1)!
6p(p+ 2)!

⟨R2⟩ p
0 (3.39)

平均二乗両端間距離 ⟨R2⟩0 は ⟨R2⟩0 = na2 である。式 (3.35) に代入す
ると、

P 0
1 (θ) = 2

∞∑
p=0

(−1)p

(p+ 2)!

(
4π
λ′

)2p

sin2p(θ/2)⟨S2⟩ p
0

=
2
u2

∞∑
p=0

(−u)p+2

(p+ 2)!
(3.40)

となる。ここで、

u ≡
(

4π
λ′

)2

⟨S2⟩0sin2(θ/2) (3.41)

である。平均 2乗回転半径は ⟨S2⟩0 = (1/6)⟨R2⟩0 = (1/6)na2である。式

(3.40)は

P 0
1 (θ) =

2
u2

(e−u − 1 + u) (3.42)

と書ける。この函数は Debye函数と呼ばれる。

· · · · · · · · ·
—Note—

n−2
∑
i<j

⟨R 2p
ij ⟩ =

(2p+ 1)!
6pp!

a2pn−2
∑
i<j

(j − i)p
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ここで

n−2
∑
i<j

(j − i)p = n−2
n∑

(j−i)=1

(n− j + i)(j − i)p

= np

∫ 1

0

(1 − x)xpdx

= np

(
1

p+ 1
− 1
p+ 2

)
= np p!

(p+ 2)!

である。ただし、(j − i)/n = xを使用した。上式より、

n−2
∑
i<j

⟨R 2p
ij ⟩ =

(2p+ 1)!
6p(p+ 2)!

(na2)p =
(2p+ 1)!
6p(p+ 2)!

⟨R2⟩ p
0

∞∑
p=0

(−u)p+2

(p+ 2)!
=

∞∑
p=0

(−u)p

p!
− 1 + u = e−u − 1 + u

となる。

· · · · · · · · ·
(2) 剛体球状分子
剛体球の半径を s̄とする。

P1(θ) = n−2
∑

i

∑
j

exp(s′ · Rij)

= | n−1
∑

i

exp(s′ · Si) |2

=
[

2π
vm

∫ s̄

0

r2dr

∫ π

0

dθ′exp(s′ · r)sinθ′
]2

(3.43)

ここで、vmは球の体積、rは Siの位置ベクトル、θ′は s′と rのなす角で

ある。分子内散乱干渉因子 P1(θ)は

P1(θ) = [3u−3(sinu− u cosu)]2 (3.44)

u ≡ 4πs̄
λ′

sin(θ/2) (3.45)
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で与えられる。

· · · · · · · · ·
—Note—

s′ · r =
2πi
λ′

2sin(θ/2)r cosθ′

∫ π

0

dθ′e(4πi/λ′)sin(θ/2)r cosθ′
sinθ′

=
[
−

(
4πi
λ′

sin(θ/2)r
)−1

e(4πi/λ′)sin(θ/2)r cosθ′
]π

0

=
[
4πi
λ′

sin(θ/2)r
]−1[

e(4πi/λ′)sin(θ/2)r − e−(4πi/λ′)sin(θ/2)r

]

P1(θ) =
{

2π
vm

[
4πi
λ′

sin(θ/2)
]−1 ∫ s̄

0

[
e(4πi/λ′)sin(θ/2)r

−e−(4πi/λ′)sin(θ/2)r

]
rdr

}2

である。 ∫
r eardr = (ear/a)[r − (1/a)]

より式 (3.44)が導かれる。ただし、Eulerの公式

ex+iy = ex(cos y + i sin y)

を使用する。

· · · · · · · · ·
(3) 球対称でない剛体分子
分子の向きはランダム分布とする。

P1(θ) = n−2
∑

i

∑
j

1
2

∫ π

0

exp(s′ · Rij)sin θ′dθ′

= n−2
∑

i

∑
j

sin(2πsRij/λ
′)

(2πsRij/λ′)
(3.46)
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ここで、θ′ は s′ とRij のなす角とする。

無限に細い長さ ℓの棒の場合

P1(θ) =
2
ℓ2

∫ ℓ

0

(ℓ− r)
sin(2πsr/λ′)
(2πsr/λ′)

dr

=
1
u

∫ 2u

0

sinx
x

dx−
(

sinu
u

)2

(3.47)

u ≡ 2πℓ
λ′

sin(θ/2) (3.48)

である。

· · · · · · · · ·
—Note—
式 (3.46)において

s′ · Rij =
2πi
λ′

2sin(θ/2)Rijcosθ′

=
2πi
λ′
sRijcosθ′

∫ π

0

es
′·Rij sinθ′dθ′ =

∫ π

0

e(2πi/λ′)sRijcosθ
′
sinθ′dθ′

= −
(

2πi
λ′
sRij

)−1

e(2πi/λ′)sRijcosθ
′
∣∣∣∣π
0

=
(

2πi
λ′
sRij

)−1[
e(2πi/λ′)sRij − e−(2πi/λ′)sRij

]

−→
(

2πi
λ′
sRij

)−1

2i sin
(

2πi
λ′
sRij

)
式 (3.47)において

x ≡ 2πsr
λ′

−→ r =
λ′

2πs
x
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u ≡ πℓ

λ′
s −→ ℓ =

λ′

πs
u

P1(θ) =
2π2s2

λ′2u2

∫ 2u

0

λ′

2πs
(2u− x)

sinx
x

λ′

2πs
dx

=
1
u

∫ 2u

0

sinx
x

dx− 1
2u2

∫ 2u

0

sinxdx

=
1
u

∫ 2u

0

sinx
x

dx− 1
u2

sin2u

である。ただし、2番目の式の右辺第 2項目の積分= (1/u2)[cos(2u)− 1]
を使用している。

· · · · · · · · ·

図 3.4に分子内散乱干渉因子 P1(θ) ≡ P (θ)の具体的な結果を示す。散
乱角 θ → 0では、P−1(θ)対 ⟨S2⟩0(4π/λ′)2 sin2(θ/2)の曲線の初期勾配は
高分子鎖モデルに依らず一般に 1/3である。
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図 3.4 分子内散乱干渉因子

Y-EINAGA
四角形
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3.3 準 2成分系 (分子量分布の影響)

高分子試料は特別な場合を除いて一般に分子量分布を持つ。したがって、

光散乱に対するその影響を考慮する必要がある。

いま、分子量Miの高分子の濃度を ciとする。全高分子濃度を c =
∑

i ci

とし、屈折率増分 (∂ñ/∂ci)0 = (∂ñ/∂c)0は成分 iに独立とする。式 (3.26)
より

Rθ

K
=

∑
i

MiciP1,i(θ, c) − 2
∑

i

∑
j

MiMjA2,ij(c)P2,ij(θ, c)cicj (3.49)

である。成分 iの重量分率を wi = ci/cとすると重量平均分子量Mw は

Mw =
∑

i

Miwi (3.50)

と書ける。分子内干渉因子の平均を

⟨P1(θ)⟩ =
1
Mw

∑
i

MiwiP1,i(θ) (3.51)

で表し、第 2ビリアル係数を

A2 =
∑

i

∑
j

MiMjA2,ijwiwj/M
2

w (3.52)

で表すと、式 (3.49)は

Rθ

Kc
= Mw⟨P1(θ)⟩ − 2A2M

2
w c+ · · · (3.53)

と書ける。式 (3.36)から

P1,i(θ) = 1 − 16π2

3λ′2
⟨S2⟩isin(θ/2) + · · · (3.54)

であるので、基本式

Kc

Rθ
=

1
Mw

[
1 +

16π2

3λ′2
⟨S2⟩zsin2(θ/2) + · · ·

]
+ 2A2c+ · · · (3.55)

が得られる。ここで

⟨S2⟩z ≡ 1
Mw

∑
i

Miwi⟨S2⟩i (3.56)
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は z−平均平均 2乗回転半径である。
高分子稀薄溶液において重要な物理量であるMw、⟨S2⟩z、A2を求める

のに Zimmプロットあるいは Berry平方根プロットがよく用いられる。
Zimmプロット
この方法は式 (3.55)からの以下の式に基く。(

Kc

Rθ

)
c=0

=
1
Mw

+
16π2

3λ′2
1
Mw

⟨S2⟩zsin2(θ/2) + · · · (3.57)

(
Kc

Rθ

)
θ=0

=
1
Mw

+ 2A2c+ · · · (3.58)

Berry平方根プロット
この方法は上の 2式の平方根をとった以下の式に基く。(
Kc

Rθ

) 1/2

c=0

=
(

1
Mw

)1/2

+
8π2

3λ′2

(
1
Mw

)1/2

⟨S2⟩zsin2(θ/2) + · · · (3.59)

(
Kc

Rθ

) 1/2

θ=0

=
(

1
Mw

)1/2

+A2M
1/2

w c+ · · · (3.60)

連続な分子量分布 w(M)に対して、式 (3.51)より

⟨P1(θ)⟩ = M −1
w

∫ ∞

0

MP1(θ,M)w(M)dM (3.61)

となる。

高分子鎖が Gauss鎖で表せるの場合、式 (3.42)を用いて(
Rθ

Kc

)
c=0

=
∫ ∞

0

2
u2

(e−u − 1 + u)Mw(M)dM (3.62)

が得られる。u = ⟨S2⟩k2、k ≡ (4π/λ′)sin(θ/2)とおくと(
Rθ

Kc

)
c=0

=
2

A′2k4

∫ ∞

0

w(M)
M

(e−A′Mk2
− 1 +A′Mk2)dM (3.63)

と書ける。ただし、A′ ≡ ⟨S2⟩0/M(=一定)である。A′Mk2 ≫ 1の場合、
すなわち、M が充分大きく、kも大きい場合、(

Rθ

Kc

)
c=0

k4 = − 2
Mn

1
A′2 +

1
A′ k

2 (3.64)
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となる。ここで、

M −1
n ≡

∫ ∞

0

w(M)
M

dM (3.65)

で、Mnは数平均分子量である。式 (3.64)を用いると光散乱法によっても
数平均分子量Mn を決定することができる。

3.4 光学異方性

散乱体は光学的に異方性であるとき、その分極率テンソルをαααとすると

P = αααE0 = αααE 0
0 exp(iωt) (3.66)

と書ける。受光系に挿入する検光子の transmission axisを eξとおくと、r

と eξは常に垂直である。独立な小粒子N 個の系に対して、式 (1.45)より

E · eξ =
(
ω

c̃

)2
N

r3
[r2{P} − ({P} · r)r] · eξ

=
(
ω

c̃

)2
N

r
{P} · eξ (3.67)

となる。したがって、eξ 方向に電気 vectorをもつ散乱光の強度 Iξ は

Iξ =
16π4

λ4

N

r2
⟨(αααe0 · eξ)2⟩I0

= A⟨(αααe0 · eξ)2⟩I0 (3.68)

で表される。ただし、e0 は E0 方向の単位ベクトルで

A ≡ 16π4

λ4

N

r2

である。ここで、⟨ ⟩は分子の配向についての平均をとることを意味
する。

いま、分子固定の座標系 O − XYZで、

ααα =

 α1 0 0
0 α2 0
0 0 α3


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x

y

z

入射光

散乱光

v Vv
Hv

e

θ

ξ

x

y

z

入射光

散乱光

h Vh
Hh

e

θ

ξ

図 3.5 入射光、散乱光の偏光

とする。

空間固定座標系 O − xyzから分子固定座標系 O − XYZへ座標変換 (直
交変換)を行い、方向余弦の積について平均をとると、

⟨(αααe0 · eξ)2⟩ = α2cos2φ+
B2

2

(
1 +

1
3
cos2φ

)
(3.69)

が得られる。ここで、φは e0 と eξ のなす角である。

α ≡ 1
3
(α1 + α2 + α3) (3.70)

B2 ≡ 1
15

[(α1 − α2)2 + (α2 − α3)2 + (α3 − α1)2] (3.71)

とおくと、式 (3.68)、(3.69)より

Iξ = AI0

[
α2cos2φ+

B2

2

(
1 +

1
3
cos2φ

)]
(3.72)

となる。

· · · · · · · · ·
—Note—
空間固定座標系において

P = αααE0 (3.73)

と書ける。ただし、E0x、E0y のみで、E0z = 0である。
分子固定座標系において

P′ = ααα′E′
0 (3.74)
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と書ける。αααの主値は = α1、α2、α3 でこれらは主分極率と呼ばれる。

E0 から E′
0 への変換は

E0X = ℓxXE0x + ℓyXE0y

E0Y = ℓxY E0x + ℓyY E0y

E0Z = ℓxZE0x + ℓyZE0y (3.75)

で変換行列 Lは

L =

 ℓxX ℓxY ℓxZ

ℓyX ℓyY ℓyZ

ℓzX ℓzY ℓzZ


である。ここで、ℓij (i = x, y, z, j = X,Y, Z)は i軸と j軸のなす角の方

向余弦を表す。この行列による変換は

E′
0 = LE0 (E0 = LTE′

0)

と書ける。式 (3.75)より

P′ = ααα′LE0 → LTP′ = LTααα′LE0 = αααE0

式 (3.74)より

P = LTP′

である。

P′ ≡ (α1E0X , α2E0Y , α3E0Z), E′
0 = LE0

を用いて、例えば、

Px = ℓxXPX + ℓxY PY + ℓxZPZ

= (ℓ2xXα1 + ℓ2xY α2 + ℓ2xZα3)E0x

+(ℓxXℓyXα1 + ℓxY ℓyY α2 + ℓxZℓyZα3)E0y

等を得ることができる。したがって式 (3.68)の ⟨ ⟩では、ℓmij、ℓmij ℓnkl 等

の平均を求めることになる。
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i軸 (i = x, y, z)と j 軸 (j = X,Y, Z)のなす角を θij とすると、

⟨ℓ2m
ij ⟩ =

∫ π

0
(cos2mθij)sinθijdθij∫ π

0
sinθijdθij

=
1

2m+ 1

⟨ℓ2m+1
ij ⟩ = 0

である。また、

ℓ2xX + ℓ2yX + ℓ2zX = 1

等より ∑
i=x,y,z

⟨ℓ4iX⟩ +
∑
i,j
i ̸=j

⟨ℓ2iXℓ2jX⟩ = 1

等が得られる。これらの関係より、

⟨ℓ2iKℓ2jK⟩ = ⟨ℓ2iKℓ2iL⟩ =
1
15

⟨ℓiKℓjKℓiLℓjL⟩ = − 1
30

⟨ℓiKℓjK⟩ = ⟨ℓiKℓiL⟩ = 0

を得ることができる。

· · · · · · · · ·
以下、入射光が垂直偏光、水平偏光、非偏光の場合の結果を纏める。

垂直偏光の入射光の場合、

IVv

I 0
v

= A

(
α2 +

2
3
B2

)
(φ = 0) (3.76)

IHv

I 0
v

= A

(
1
2
B2

)
(φ = 90◦) (3.77)
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IUv

I 0
v

=
(IVv + IHv)

I 0
v

= A

(
α2 +

7
6
B2

)
(3.78)

水平偏光の入射光の場合、

IHh

I 0
h

= A

[
α2cos2θ +

B2

2

(
1 +

1
3
cos2θ

)]
(φ = θ) (3.79)

IVh

I 0
h

= A

(
1
2
B2

)
(φ = 90◦) (3.80)

非偏光の入射光の場合、

I0 = I 0
v + I 0

h = 2I 0
v = 2I 0

h (3.81)

IVu

I0
=

1
2
A

(
α2 +

7
6
B2

)
(3.82)

IHu

I0
=

1
2
A

[
α2cos2θ +B2

(
1 +

1
6
cos2θ

)]
(3.83)

IUu

I0
=

1
2
A

[
α2(1 + cos2θ) +

B2

6
(13 + cos2θ)

]
(3.84)

散乱体の数密度を ρとすると、入射光と散乱光がともに非偏光のときの

Rayleigh比は

Rθ =
8π4ρ

λ4

[
α2 +

B2

6
13 + cos2θ
1 + cos2θ

]
=

8π4ρα2

λ4

6
6 − 7∆

(
1 +

1 − cos2θ
1 + cos2θ

∆
)

(3.85)

と表される。ここで、∆は

∆ ≡ B2

α2 + 7B2/6
(3.86)

である。∆は偏光解消度で、(IHu/IVu)θ=90◦ から求められる。

[光学異方性セグメントから成る高分子]
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N を高分子の分子数、nを 1本の高分子鎖中のセグメント数とする。ま
た、セグメントは等価で、αααk = αααl = αααとする。いま、入射光を平面偏光

(電気ベクトルの向き e0)とすると

E · eξ =
Nn∑
k=1

Ek · eξ

=
(
ω

c̃

)2
E 0

0

r
exp

[
iω

(
t− r

c̃′

)]
×

Nn∑
k=1

(αααke0 · eξ)exp(s′ · Rk) (3.87)

である。式 (3.11)の導出と同様にして、

Iξ
I0

=
16π4

λ4r2
⟨G′⟩ (3.88)

⟨G′⟩ ≡
∑

k

∑
l

⟨(αααke0 · eξ)(αααle0 · eξ)⟩
∫
P (Rkl)exp(s′ ·Rkl)dRkl (3.89)

となる。ただし、各セグメントの位置と向きの間に相関はないとする。

⟨ ⟩はセグメント k、lの全ての向きについての平均を表す。

⟨(αααke0 · eξ)(αααle0 · eξ)⟩ =

{
⟨(αααe0 · eξ)2⟩ (k = lのとき)
⟨αααe0 · eξ⟩2 (k ̸= lのとき)

⟨(αααe0 · eξ)2⟩は式 (3.69)で与えられている。

⟨αααe0 · eξ⟩2 = α2cos2φ (3.90)

である。

式 (3.89)より

⟨G′⟩ = Nn⟨(αe0 · eξ)2⟩ + ⟨αe0 · eξ⟩2
∑
k ̸=l

∫
P (Rkl)es

′·RkldRkl

が得られ、式 (3.11)より

⟨G⟩ = α2
∑

k

∑
l

∫
P (Rkl)es

′·RkldRkl

= α2(Nn+
∑
k ̸=l

∫
P (Rkl)es

′·RkldRkl)
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である。よって∑
k ̸=l

∫
P (Rkl)es

′·RkldRkl = α−2⟨G⟩ −Nn

となる。これらの式より、

⟨G′⟩ = Nn[⟨(αααe0 · eξ)2⟩ − ⟨αααe0 · eξ⟩2] + α−2⟨αααe0 · eξ⟩2⟨G⟩ (3.91)

が得られる。

式 (3.69)、(3.90)と式 (3.23)より、

Iξ
I0

=
16π4

λ4r2

{
Nn

B2

2

(
1 +

1
3
cos2φ

)
+ n2α2cos2φ

×
[
NP1(θ) −

2N2M2

NAV
A2P2(θ)

]}
(3.92)

を得ることができる。次の関係

c =
NM

NAV
, K =

2π2ñ 2
0

NAλ4

(
∂ñ

∂c

) 2

0

, nα =
Mñ0

2πNA

(
∂ñ

∂c

)
0

を用いると

r2

2V KMc

Iξ
I0

=
B2

2α2n

(
1+

1
3
cos2φ

)
+cos2φ[P1(θ)−2MA2P2(θ)c] (3.93)

と表すことができる。以下では

B2

6α2n
≡ δ (3.94)

とおく。

以下に種々の入射光に対する式を纏める。

入射光が垂直偏光の場合

φ = 0◦
r2

2V KMc

IVv

I 0
v

= 4δ + P1(θ) − 2MA2P2(θ)c (3.95)

φ = 90◦
r2

2V KMc

IHv

I 0
v

= 3δ (3.96)
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r2

2V KMc

IUv

I 0
v

= 7δ + P1(θ) − 2MA2P2(θ)c (3.97)

入射光が水平偏光の場合

φ = θ

r2

2V KMc

IHh

I 0
h

= 3δ
(

1 +
1
3
cos2θ

)
+ cos2θ[P1(θ) − 2MA2P2(θ)c] (3.98)

φ = 90◦
r2

2V KMc

IVh

I 0
h

= 3δ (3.99)

入射光が非偏光の場合

r2

2V KMc

IVu

I0
=

7
2
δ +

1
2
P1(θ) −MA2P2(θ)c (3.100)

r2

2V KMc

IHu

I0
= 3δ +

1
2
δcos2θ +

1
2
cos2θ[P1(θ) − 2MA2P2(θ)c] (3.101)

r2

V KMc

IUu

I0
= 13δ+ δcos2θ+(1+cos2θ)[P1(θ)− 2MA2P2(θ)c] (3.102)

Rθ は定義より

Rθ

KMc
= δ + 12δ(1 + cos2θ)−1 + P1(θ) − 2MA2P2(θ)c (3.103)

と表される。

θ → 0では
lim
θ→0

Kc

Rθ
=

1
Map

+ 2A2,apc+ · · · (3.104)

となる。ここで、

Map ≡M(1 + 7δ), A2,ap ≡ A2(1 + 7δ)−2 (3.105)

である。

また、c→ 0では、

lim
c→0

Kc

Rθ
=

1
Map

[
1 +

16π2

3λ′2
⟨S2⟩apsin2(θ/2) + · · ·

]
(3.106)
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となる。ここで、

⟨S2⟩ap ≡ ⟨S2⟩
1 + 7δ

− 9λ′2δ
4π2(1 + 7δ)

(3.107)

である。

[平均二乗光学異方性 ⟨Γ2⟩]
1本の高分子全体の分極率テンソルをγγγとおく。

γγγ =
n∑

k=1

αααk (3.108)

である。γγγの主値を γ1、γ2、γ3 とし、

⟨Γ2⟩ ≡ 1
2
⟨(γ1 − γ2)2 + (γ2 − γ3)2 + (γ3 − γ1)2⟩ (3.109)

とする。ただし、⟨ ⟩は高分子鎖の配位についての平均を示す。
1個の散乱体に対する [(α1 − α2)2 + (α2 − α3)2 + (α3 − α1)2]を

[(α1−α2)2+(α2−α3)2+(α3−α1)2] =
1
n
⟨(γ1−γ2)2+(γ2−γ3)2+(γ3−γ1)2⟩

(3.110)
と見なすと、式 (3.70)と (3.71)より

B2 =
2
15

⟨Γ2⟩
n

(3.111)

である。

式 (3.94)より

δ =
1

45α2n2
⟨Γ2⟩ (3.112)

で nα = (Mñ0/2πNA)(∂ñ/∂c)0 より

⟨Γ2⟩
M

=
45ñ 2

0

4π2N 2
A

(
∂ñ

∂c

) 2

0

Mδ (3.113)

と表される。

式 (3.96)あるいは式 (3.99)より

r2

V

IHv

I 0
v

(
=
r2

V

IVh

I 0
h

)
≡ RHv(= RVh) (3.114)
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とおくと

RHv = 6KMcδ

=
16π4NAc

15λ4

⟨Γ2⟩
M

(3.115)

であり、
RHv

c
=

16π4NA

15λ4

⟨Γ2⟩
M

(3.116)

が得られる。この式は ⟨Γ2⟩を決定する基礎を与える。

3.A McMillan-Mayer理論

ここでは多原子分子の多成分系における分布函数を扱う。系の温度を T、

体積を V、含まれる分子種を 1、2、· · ·、rとし、各分子種の分子数をN1、

N2、· · ·、Nr (≡ N)とする。全分子数はN =
∑r

s=1Nsである。系は熱，物

質の出入りを許すものとする。この系に対する独立な熱力学変数は T、V、

µ1、µ2、· · ·、µr (≡ µ)であり、対応する大正準分配函数 (Grand Partition
Function)Ξは

Ξ(µ, V, T ) = exp(PV/kT ) (3.A.1)

である。

分子に関する座標を以下のように表す。

• S種の i番目の分子の全座標: (is)=q1is、q2is、· · ·、qfsis ; fs

は S 種の分子の内部および外部自由度の数

• S 種の全分子 Ns 個についての座標: {Ns}=(1s)、(2s)、· · ·、(is)、
· · ·、(Ns)

• 全分子についての座標: {N}={N1}、{N2}、· · ·、{Nr}

したがって

d(is) = dq1isdq2is · · · dqfsis

d{Ns} = d(1s)d(2s) · · · d(is) · · · d(Ns)
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d{N} = d{N1}d{N2} · · · d{Nr}

である。

まず，全分子数N一定の閉じた系 (正準集団 canonical ensemble)を考
える。この系の分配関数 QN(N, V, T )は

QN(N, V, T ) =
ZN∏

s(Ns!Λ 3Ns
s )

(3.A.2)

ZN =
∫

exp(−UN

kT
)d{N} (3.A.3)

と書ける。ここで、ZN は配位分配函数 (Configurational partition func-
tion)、UN ≡ UN({N})は系のポテンシャルエネルギー、Λsは熱的ドブロ

イ波長 (Thermal de Broglie wavelengths)である。ここで、分子間相互作
用に対するポテンシャルエネルギーは全分子の分子間距離が∞のときに
0となるようにとる。また、分子内相互作用に対するポテンシャルエネル
ギーは ZN =

∏
s V

Ns (完全気体)であるとき 0となるようにとる。
今、{N}粒子系の中で n個の粒子系 (特定の subset)を選ぶ。nが座標

{n}の体積要素 d{n}にある確率密度 P
(n)

N ({n})は

P
(n)

N ({n}) = Z −1
N

∫
exp

[
− UN({N})

kT

]
d{N − n} (3.A.4)

∫
P

(n)
N ({n})d{n} = 1 (3.A.5)

N1から n1個、N2から n2個、· · ·、Nr から nr 個の分子を選ぶと、それ

らが座標 {n}の体積要素 d{n}にある確率密度 ρ
(n)
N ({n})は

ρ
(n)
N ({n}) =

[ ∏
s

Ns!
(Ns − ns)!

]
P

(n)
N ({n}) (3.A.6)

∫
ρ

(n)
N ({n})d{n} =

∏
s

Ns!
(Ns − ns)!

(3.A.7)

である。
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次に開いた系に対する大正準分配函数 Ξは

Ξ =
∑
N≥0

exp(N · µ/kT )QN

=
∑
N≥0

exp(
∑

s

Nsµs/kT )
ZN∏

s(Ns!Λ3Ns
s )

=
∑
N≥0

( ∏
s

z Ns
s

Ns!

)
ZN (3.A.8)

zs ≡ exp(µs/kT )
Λ 3

s

(3.A.9)

となる。zsは逃散能 (fugacity)である。系が分子数Nを含む確率 PNは

PN = Ξ−1

( ∏
s

z Ns
s

Ns!

)
ZN (3.A.10)

である。したがって、開放系で n1、n2、· · ·を {n}の d{n}に見いだす確
率密度は

ρ(n)({n}) =
∑
N≥n

PNρ
(n)
N ({n}) (3.A.11)

と書け、∫
ρ(n)({n})d{n} =

∑
N≥n

PN

[ ∏
s

Ns!
(Ns − ns)!

]
=

⟨∏
s

Ns!
(Ns − ns)!

⟩
(3.A.12)

である。

nが S 種分子 1個の場合∫
ρ(1)(is)d(is) = ⟨Ns⟩ (3.A.13)

∫
ρ(2)(1s, 2s)d(1s)d(2s) = ⟨N 2

s ⟩ − ⟨Ns⟩ (3.A.14)∫
ρ(2)(1s, 1t)d(1s)d(1t) = ⟨NsNt⟩ s̸=t (3.A.15)
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となる。いま、(is)を外部座標 (is)extと内部座標 (is)intに分けると、ρ(1)

は (is)ext に依らないので∫ ∫
ρ(1)(is)d(is)intd(is)ext = V

∫
ρ(1)(is)d(is)int (3.A.16)

∫
ρ(1)(is)d(is)int =

⟨Ns⟩
V

= ρs (3.A.17)

である。

式 (3.A.4)、(3.A.6)、(3.A.10)、(3.A.11)より

ρ(n)({n}, z, T ) =
∑
N≥n

Ξ−1

(∏
s

z Ns
s

Ns!

)[∏
s

Ns!
(Ns − ns)!

]

×
∫

exp
[
−UN({N})

kT

]
d{N − n}

=
1

Ξ(z, V, T )

∑
N≥n

[∏
s

z Ns
s

(Ns − ns)!

]

×
∫

exp
[
−UN({N})

kT

]
d{N − n} (3.A.18)

が得られる。ただし、z ≡ z1、z2、 · · ·、zr である。

N − n = mとおくと、

Ξ(z, V, T )∏
sz

ns
s

ρ(n)({n}, z, T ) =
∑
m≥0

(∏
s

z ms
s

ms!

)∫
exp

[
−Um+n

kT

]
d{m}

(3.A.19)
である。z = 0の極限 (完全気体)では、ZN =

∏
sV

Ns あり、式 (3.A.8)
より、

Ξ = ePV/kT =
∑
N≥0

(∏
s

z Ns
s

Ns!
V Ns

)
= 1 + V

∑
s

zs + · · · (3.A.20)

PV/kT = ln Ξ = V
∑

s

zs + · · · (3.A.21)

となる。一般に，⟨Ns⟩ = zs(∂ln Ξ/∂zs)T,V,zα ̸=s
より、⟨Ns⟩ = V zs であ

る。したがって、z → 0で、zs → ρs である。式 (3.A.19)より、z → 0
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では、

ρ(n)({n}, 0, T )
1 + V

∑
s zs + · · ·∏

s ρ
ns

s

= e−Un/kT +
∑

s

zs

∫
e−Un+1s /kT d(1s) + · · · (3.A.22)

ρ(n)({n}, 0, T ) =
∏
s

ρ ns
s exp[−Un{n}/kT ] (3.A.23)

となる。

分布関数 Fn({n})を

Fn({n}) ≡ ρ(n)({n})∏
s ρ

ns
s

(3.A.24)

と定義する。Subsetnの全分子が広く分離しているとき、

ρ(n)({n}) −→
∏
s

ρ(1)(1s)ρ(1)(2s) · · · ρ(1)(ns) (3.A.25)

である。式 (3.A.17)より、∫
ρ(n)({n})d{n}int −→

∏
s

ρ ns
s (3.A.26)

∫
Fn({n})d{n}int −→ 1 (3.A.27)

である。したがって、

V −n

∫
Fn({n})d{n} = 1 (3.A.28)

となる。いま、ポテンシャルWn を

exp
[
−Wn({n}, z, T )

kT

]
= Fn({n}, z, T ) (3.A.29)

で定義する。式 (3.A.23)より、z → 0では Wn → Un である。

まず、N個の分子が配位 (Configuration){N}をとっている系 (閉じた
系)を考える。この中で Subset nは {n}の配位 (Configuration)をとって
いるとする。nに関する任意の座標 qn に沿っての力の成分 fqn は

fqn = −∂UN

∂qn
(3.A.30)
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で与えられる。nの配位 (Configuration)を {n}に固定し、残りN−nの

分子全ての配位 (Configuration)について fqn を平均する。

⟨fqn⟩
(n)
N =

∫
(−∂UN/∂qn)exp(−UN/kT )d{N − n}∫

exp(−UN/kT )d{N − n}
(3.A.31)

式 (3.A.4)を式 (3.A.6)に代入し、両辺を qnで微分することにより、この

式から

⟨fqn⟩
(n)
N = kT

∂

∂qn
lnρ (n)

N ({n}) (3.A.32)

が得られる。

· · · · · · · · ·

ρ
(n)
N ({n}) =

[∏
s

Ns!
(Ns − ns)!

]
Z −1

N

∫
exp

(
−UN

kT

)
d{N − n}

より

∂ ln ρ(n)
N (n)
∂qn

=

∫
(− 1

kT
∂UN

∂qn
)exp(−UN

kT )d{N − n}∫
exp(−UN

kT )d{N − n}

· · · · · · · · ·
次に開いた系について考える。系がN分子を含み、nが {n}の体積要

素 d{n}に存在する確率密度は PNρ
(n)
N である。したがって、この系にお

ける fqn の平均は

⟨fqn⟩(n) =

∑
N≥n PNρ

(n)
N ⟨fqn⟩

(n)
N∑

N≥n PNρ
(n)
N

(3.A.33)

と書ける。式 (3.A.11)、(3.A.24)、(3.A.29)より

exp(−Wn/kT ) =

∑
N≥n PNρ

(n)
N∏

s ρ
ns

s
(3.A.34)

となる。両辺を qn で微分すると、左辺は

= − 1
kT

∂Wn

∂qn
exp

(
−Wn

kT

)
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となり、右辺は

=
1∏

s ρ
ns

s

∑
N≥n

PN

(
∂ρ

(n)
N

∂qn

)

となる。式 (3.A.32)を用いると、

− ∂Wn

∂qn
=

∑
N≥n PNρ

(n)
N ⟨fqn⟩

(n)
N∑

N≥n PNρ
(n)
N

(3.A.35)

が得られる。したがって

− ∂Wn

∂qn
= ⟨fqn⟩(n) (3.A.36)

となる。Wnは n以外の分子の座標に関して平均された力 ⟨fqn⟩(n)に関係

するポテンシャルであり、平均力のポテンシャルと呼ばれる。式 (3.A.29)
より、式 (3.A.24)で定義する分布関数 Fnはこの平均力のポテンシャルに

関する量である。

浸透圧の第 2ビリアル係数 A2 は Fn を用いて、

A2 = − NA

2VM2

∫
[F2(1, 2) − F1(1)F1(2)]d(1, 2) (3.A.37)

と書ける。

3.B 浸透圧

ここでは補遺 3.Aに基いて浸透圧を考える。式 (3.A.19)の両辺を f(z)と
書く。 f(z)の z = z∗ の回りでの展開すると

f(z) =
∑
l≥0

[∏
s

(zs − z∗s )ls

ls!

][
∂l1+···+lrf(z)
∂zl1

1 · · · ∂zlr
r

]
z=z∗

(3.B.1)

となる。式 (3.A.19)の右辺より、 (m −→ l + q)とすると

∂l1+···+lrf(z)
∂zl1

1 · · · ∂zlr
r

=
∑
q≥0

(∏
s

zqs
s

qs!

)∫
epx

(
−Un+l+q

kT

)
d{l + q} (3.B.2)
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式 (3.A.19)中、 n −→ n + l、m −→ qとし、{l}で積分して、式 (3.B.2)
と比較すると、

∂l1+···+lrf(z)
∂zl1

1 · · · ∂zlr
r

=
Ξ(z)∏
s z

ns+ls
s

∫
ρ(n+l)({n + l}, z)d{l} (3.B.3)

が得られる。式 (3.B.3)を (3.B.1)に代入、l −→ mとし、式 (3.A.24)を
用いると

Ξ(z)∏
s γ

ns
s
Fn({n}, z) = Ξ(z∗)

∑
m≥0

[∏
s

(zs − z∗s )ms

ms!(γ∗s )ns+ms

]
×

∫
Fn+m({n + m}, z∗)d{m} (3.B.4)

となる。ここで、γs = zs/ρs、γ∗s = z∗s/ρ
∗
sは活量係数 (activity coefficient)

である。

n = 0のとき、 ρ(0) = F0 = 1である。m −→ Mとすると

Ξ(z)
Ξ(z∗)

= exp
{

[p(z) − p(z∗)]V
kT

}
=

∑
M≥0

[∏
s

1
Ms!

(
zs − z∗s
γ∗s

)Ms
]

×
∫
FM({M}, z∗)d{M} (3.B.5)

が得られる。

ここで、クラスター展開 (cluster expansion)を行う。

• {m}M: set M中の subset mの座標

• {k{mi}M}: unconnected k subsets {mi}M (1 ≤ i ≤ k) の座標
(
∑k

i=1 mi = M)

のように座標を定義する。また、函数 gを以下のように定義する。

FM({M}, z) =
∑

{k{mi}M}

k∏
i=1

gm({mi}M, z) (3.B.6)
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いま、setM中の分子が全て同種の場合

F1 = g1(1) (3.B.7)

F2(1, 2) = g2(1, 2) + g1(1)g1(2) (3.B.8)

F3(1, 2, 3) = g3(1, 2, 3) + g2(2, 3)g1(1) + g2(1, 3)g1(2)

+g2(1, 2)g1(3) + g1(1)g1(2)g1(3) (3.B.9)

である。異なる subset中のどの分子も十分離れているとき、gm({m}, z) −→
0である。すなわち、

R12 −→ ∞, g2(1, 2) = F2(1, 2) − F1(1)F1(2) −→ 0

である。クラスター積分 (cluster integral)bm(z)を次式で定義する。

V (
∏
s

ms!)bm(z) =
∫
gm({m}M, z)d{m}M (3.B.10)

式 (3.B.6)、(3.B.10)より∫
FM({M}, z)d{M} = (

∏
s

Ms!)
∑
µm

∏
m

[V bm(z)]µm/µm! (3.B.11)

を得ることができる。この計算において、式 (3.B.6)の和をとるとき、setM
を大きさmの subsetµm 個ずつにわける。この方法の数が∏

s

Ms!/
∏
m

(
∏
s

ms!)µmµm!

であることを使用する。式 (3.B.11)中の和についての制約は
∑

m mµm =
M、即ち、

∑
mmsµs = Ms である。

式 (3.B.11)を式 (3.B.5)に代入すると

p(z) − p(z∗) = kT
∑
m≥0

bm(z∗)
∏
s

(
zs − z∗s
γ∗s

)ms

(3.B.12)
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が得られる。(∂p/∂zs)T,zα ̸=σ = kTρs/zs より、

ρs(z) =
(

zs

zs − z∗s

) ∑
m≥0

msbm(z∗)
∏
r

(
zr − z∗r
γ∗r

)mr

(3.B.13)

である。

つぎに、浸透平衡を考える。溶媒成分を 0、溶質成分を 1、2、· · ·、σ、
· · ·、τ、· · ·、rとする。純溶媒の逃散能を z∗とすると、z∗ = z∗0、Oσ(zσ =
ρσ = 0, σ = 1, 2, · · · , r)である。浸透平衡条件は z = z∗0 であり、浸透圧は

π = p(z) − p(z∗)で与えられる。式 (3.B.12)、(3.B.13)より

π = kT
∑
m≥0

b0m

r∏
σ=1

αmσ
σ (3.B.14)

ρσ =
∑
m≥0

mσb
0
m

r∏
τ=1

αmτ
τ (3.B.15)

を導くことができる。ただし、ασ = (zσ − z∗σ)/γ∗σ = zσ/γ
0
σ(γ0

σ = γ∗σ)で
ある。したがって、

π = kT (
∑

σ

ασ −
∑

σ

∑
τ

B0
2,στασατ − · · ·) (3.B.16)

ρσ = ασ − 2
∑

τ

B0
2,στασατ − · · · (3.B.17)

となる。ただし、

B0
2,στ = −(1/2)(1 + δστ )b02,στ (3.B.18)

である。式 (3.B.16)、(3.B.17)より

π = kT (
∑

σ

ρσ +
∑

σ

∑
τ

B0
2,στρσρτ + · · ·) (3.B.19)

を得ることができる。

溶質が 1成分の場合、

π = kT (ρ+B0
2ρ

2 +B0
3ρ

3 + · · ·) (3.B.20)

B0
n = −n− 1

n
β0

n−1 (3.B.21)
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β0
1 = 2b02, β

0
2 = 3b03 − 6(b02)

2, · · · (3.B.22)

となる。

ρ = NAc/M より、以上の式は

π = RT (
1
M
c+A2c

2 +A3c
3 + · · ·) (3.B.23)

A2 = − NA

2VM2

∫
g2(1, 2)d{2} (3.B.24)

A3 = − NA

3VM3

∫
g3(1, 2, 3)d{3} + 4A2

2M (3.B.25)

g2(1, 2) = F2(1, 2) − F1(1)F1(2) (3.B.26)

g3(1, 2, 3) = F3(1, 2, 3) − F2(2, 3)F1(1) − F2(1, 3)F1(2)

−F2(1, 2)E1(3) + 2F1(1)F1(2)F1(3) (3.B.27)

と表すことができる。ここで、A2は第 2ビリアル係数、A3は第 3ビリア
ル係数である。
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4章 静的光散乱の実験例

4.1 光散乱光度計

光散乱光度計の基本的構造は殆ど確立されていると云える。1,2 光散乱

光度計は大別して、光源と光散乱セルおよび散乱光検出部からなる光学

系、試料の温度を一定に保つための恒温水を循環させる循環系、装置への

電力の供給および散乱光強度の記録に供する電気系から構成される。図

4.1は筆者らが作製した装置の模式図である。この装置では、装置はコン
ピュータで制御しており、散乱角の設定もコンピュータを通して行ってい

る。図 4.2は光学系の正面図、図 4.3はその平面図を示す。
光源には高圧水銀ランプあるいはレーザーが用いられる。前者の場合、

真空中での入射光波長は 435.8 nmかあるいは 546.1 nmである。図の装
置では He-Neレーザーを用いており、入射光波長は 632.8 nmである。
光散乱セル (試料セル)は通常円筒形セルで、温度を一定に保つためとセ

ル表面における入射光と透過光による散乱を抑えるための 2つの目的で液
体の媒体に浸されている。後者の目的のため、媒体にはセルのガラスと屈

折率が近いキシレン、トルエン等が用いられる。この他にも、セル表面で

の散乱を散乱光受光部の光学系の視野に入れないための工夫がなされる。

散乱光の検出には光電子増倍管 (photomultiplier PM)あるいはフォト
ダイオードが用いられる。光電子増倍管にはアナログ出力型のものと高速

でパルスを発生する光電子計数型のものがある。後者は後で述べる動的

光散乱測定では必須であり、その場合パルスの数が計数され、光子相関計

(コリレータ)で処理される。
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図 4.1 光散乱光度計の模式図

図 4.2 光学系の正面図
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図 4.3 光学系の平面図

4.2 化学ポテンシャルの決定

第 2章で述べたように、静的光散乱測定から各成分の化学ポテンシャル
の濃度微分量を決定することができる。3 図 4.4はポリスチレンのシクロ
ヘキサン溶液に対する結果、溶媒成分の化学ポテンシャル µ0の体積分率

ϕでの微分量を示している。測定温度はΘ点以下で、温度が下がる程デー
タ点はより大きく下に湾曲した曲線にしたがっており、中間濃度では縦軸

の原点に接近する。これはその測定温度が尖点に近づくためである。なお

各温度の曲線の縦軸切片は相対鎖長 P を与えるので、当然温度には依ら

ない。

図 4.5は図 4.4のデータから計算した相互作用パラメータ Zの濃度 ϕ依

存性を示す。温度 T は上から 15.0、18.0、20.0、22.0、25.0、28.0、30.0、
32.0、34.5 ◦C(Θ)である。ここで、

Z ≡ χ+
1
2
ϕ
∂χ

∂ϕ
(4.1)

で定義する。

図 4.6 はポリイソプレンのジオキサン溶液に対する溶媒の化学ポテン
シャルの濃度変化を示す。4 ポリイソプレン試料 P-13の重量平均分子量
Mwは 133,000である。図 4.7はこの図の結果から求めた相互作用パラメー
タ Z の濃度依存性である。図 4.6の各曲線は上から、図 4.7の各曲線は下
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図 4.4 ポリスチレンーシクロヘキサン溶液の化学ポテンシャル

図 4.5 ポリスチレンーシクロヘキサン溶液の Z
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図 4.6 ポリイソプレンージオキサン溶液の化学ポテンシャル

図 4.7 ポリイソプレンージオキサン溶液の Z
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図 4.8 ポリイソプレンージオキサン溶液の尖点曲線と曇点曲線

から温度 T が 40.0、37.0、34.0、32.5、31.5、29.0、27.0、26.0 ◦C におけ
る結果を示す。(ただし、図 4.7では T =27.0、32.5 ◦Cの結果を除く。)
図 4.6と 4.7の結果はポリスチレンのシクロヘキサン溶液に対する図 4.4
と 4.5の結果に極めて類似している。ポリイソプレンージオキサン系の相
図を図 4.8に示す。試料 P-5の重量平均分子量Mw は 53,300である。こ
の図で、白丸は曇点を、黒丸は尖点を表す。試料 P-13溶液の尖点は図 4.6
のデータから決定した結果である。

図 4.9にポリスチレン＋ポリイソブチレン＋シクロヘキサン系の種々の
温度と組成における前方散乱に対するRayleigh比∆R0の濃度依存性を示

す。5 また、図 4.10にはポリスチレン＋ポリイソブチレン＋シクロヘキサ
ン系の種々の温度と組成における∆R0の濃度依存性を示す。これらの図

で、ξPS は異種高分子混合物中のポリスチレンの重量分率である。図中の

実線はデータと最もよく合うように求めた相互作用函数を用いて計算した

理論曲線である。図 4.9中の破線は単にデータ点を結んだ曲線である。
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図 4.9 ポリスチレン＋ポリイソブチレン＋シクロヘキサン溶液の化学ポテンシャル

図 4.10 ポリスチレン＋ポリイソブチレン＋ベンゼン溶液の化学ポテンシャル
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図 4.11 ポリスチレン＋ポリイソブチレン＋シクロヘキサン溶液の相図

図 4.12 ポリスチレン＋ポリイソブチレン＋ベンゼン溶液の相図
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図 4.11と 4.12に図 4.9と 4.10のデータから求めた相互作用函数を用い
て計算した相図を実験結果とともに示す。曲線は双交曲線、直線は連結線

である。データ点は曇点、破線は連結線に対する実測の結果を示している。

4.3 高分子鎖の特性決定

図 4.13に散乱角 θ 一定での濃度 0における Rayleigh比 (Rθ)c=0 を求

めるための濃度外捜の例をポリスチレンのベンゼン溶液について示す。図

4.14は同じ溶液について、濃度一定での散乱角 θ０における Rayleigh比
R0を求めるための角度外捜の例を示す。2 これらの結果から得た (Rθ)c=0

と R0 を用いた Berry平方根プロットの例が図 4.15である。このプロッ
トから式 (3.59)および (3.60)を使用して決定したこのポリスチレン試料
の重量平均分子量Meは 436,000で、平方根平均 2乗回転半径 ⟨S2⟩1/2は

26.0 nmである。また、この系の第 2ビリアル計数 A2は 3.59× 10−4mol
cm3g −2であった。
超高分子量ポリスチレンに対する同様の例を図 4.16、4.17、4.18、およ

び 4.19に示す。6 図 4.16はベンゼン溶液に対する一定散乱角での濃度外
捜を、図 4.17は同じ溶液に対する一定濃度での角度外捜を表す。これらの
結果を用いた Berry平方根プロットが図 4.18と 4.19である。図 4.19で、
u = (4π/λ′)2 sin2(θ/2)である。なお、これらの図には同じポリスチレン
試料のシクロヘキサン溶液に対する結果も含めている。白丸がベンゼン

溶液、黒丸がシクロヘキサン溶液の結果である。特に強調すべき点は散乱

角 (ベクトル)に対するプロットがベンゼン溶液の場合極端に大きい勾配
を持っていることである。これは高分子鎖が非常に大きいことを反映した

結果で、このような場合極めて低角度まで測定しなければ正確なMw と

⟨S2⟩は決定できない。また、試料の分子量は当然溶媒には依らないので、
図 4.18、4.19とも両溶媒に対するプロットが与える曲線の縦軸切片は一
致している。これらのプロットから得た最も高い分子量のポリスチレン試

料 IK1500-1の重量平均分子量Mw は 5.68× 107、平方根平均 2乗回転半
径 ⟨S2⟩1/2

z は 506 nmであった。

式 (3.64)に対応するプロットを図 4.20に示す。ここで、y = (Rθ/Kc)c=0
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図 4.13 (Kc/Rθ)
1/2 の濃度外挿 (ポリスチレンーベンゼン溶液)

であり、u = (4π/λ′)2 sin2(θ/2)である。図から分かるようにデータ点は
高角でよく直線にしたがっており、これらの直線の縦軸切片と勾配から数

平均分子量Mn を評価することができる。

図 4.18と 4.19から決定した ⟨S2⟩とMw の関係、および A2 とMw の

関係を他の文献結果とともにそれぞれ図 4.21と 4.22に掲げる。
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図 4.14 (Kc/Rθ)
1/2 の角度外挿 (ポリスチレンーベンゼン溶液)

図 4.15 Berry平方根プロット (ポリスチレンーベンゼン溶液)
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図 4.16 (Kc/Rθ)
1/2 の濃度外挿 (ポリスチレンーベンゼン溶液)

図 4.17 (Kc/Rθ)
1/2 の角度外挿 (ポリスチレンーベンゼン溶液)
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図 4.18 Berry 平方根プロット (ポリスチレンのベンゼン溶液とシクロヘキサン

溶液)
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図 4.19 Berry 平方根プロット (ポリスチレンのベンゼン溶液とシクロヘキサン

溶液)
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図 4.20 数平均分子量の決定 (ポリスチレンーシクロヘキサン溶液)

図 4.21 ポリスチレンの平均 2乗回転半径
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図 4.22 ポリスチレンの第 2ビリアル係数
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5章 動的光散乱

動的光散乱 (Dynamic Light Scattering、DLS)は準弾性光散乱 (Quasi-
Elastic Light scattering、QELS)あるいは強度揺動光散乱 (Intensity Fluc-
tuation Light Scattering) とも云われる。この方法は溶液中における溶質
と溶媒間相互拡散係数およびそれから得られる溶質の流体力学半径を求め

る一般的且つ最も容易な手段として多用されている。1 この方法からは、

また、高分子溶液の粘弾性緩和の情報を得ることもできる。2

5.1 相関函数

散乱体積 V 中に N 個の散乱体があり、j 番目の散乱体の分極率を αj、

位置をRj とする。式 (3.6)より、全散乱体からの電場 Eに対して、

| E |= E 0
0

(
2π
λ

)2 sinθx

r
exp

[
iω0

(
t− r

c̃′

)] N∑
j=1

αjes
′·Rj (5.1)

s′ =
2πi
λ′

s, s = er − ez, | s |= 2 sin(θ/2)

である。一般に、Rj は時間 tの関数 Rj ≡ Rj(t)であり、散乱光の強度
I =| E |2= E∗Eも時間 tの関数 I ≡ I(t)である。静的光散乱では、時間
平均 I = Ensemble平均 ⟨I⟩を取り扱う。

I = ⟨I⟩

= ⟨E∗(t)E(t)⟩

= ⟨E∗(0)E(0)⟩

= ⟨| E |2⟩ (5.2)
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動的光散乱では、散乱光電場E(t)の時間相関函数 f (1)(τ)を次式で定義
する。

f (1)(τ) = ⟨E∗(t)E(t+ τ)⟩

= ⟨E∗(0)E(τ)⟩ (5.3)

ここで、定常条件を用いている。式 (5.2)と (5.3)より、相関関数 g(1)(τ)
を

g(1)(τ) =
⟨E∗(0)E(τ)⟩

⟨| E |2⟩
(5.4)

で定義する。

一般に、時間と共に揺らいでいるある物理量 A(t)について次式の計算
を行うとする。

⟨A⟩ = lim
T→∞

1
T

∫ T

0

A(t)dt (5.5)

⟨A(0)A(τ)⟩ = lim
T→∞

1
T

∫ T

0

A(t)A(t+ τ)dt (5.6)

⟨A⟩は A(t)の平均であり、⟨A(0)A(τ)⟩は自己相関函数 (Autocorrelation
Function)と呼ばれる。いま、揺らぎの特性時間 (Characteristic Time)を
τA とすると、

⟨A(0)A(τ)⟩ −→ ⟨A2⟩ for τ ≪ τA

⟨A(0)A(τ)⟩ −→ ⟨A⟩2 for τ ≫ τA

である。τ −→ 0では、A(τ) −→ A(0)で、τ −→ ∞では、⟨A(0)A(τ)⟩ =
⟨A(0)⟩⟨A(τ)⟩となる。

· · · · · · · · ·
—Note—

⟨A(0)2⟩ ≥ ⟨A(0)A(τ)⟩
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の証明は以下のとおりである。

Schwartzの不等式より∣∣∣∣ ∑
j

AjBj

∣∣∣∣2 ≤
∣∣∣∣ ∑

j

A2
j

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑
j

B2
j

∣∣∣∣
である。いま、Bj = Aj+n とおく。

lim
N→∞

1
N

N∑
j=1

A2
j = ⟨A2⟩

lim
N→∞

1
N

N∑
j=1

A 2
j+n = ⟨A2⟩

lim
N→∞

1
N

N∑
j=1

AjAj+n = ⟨A(0)A(τ)⟩

両辺をN2 で割って N → ∞ をとると (⟨A(0)A(τ)⟩は実数)

⟨A(0)A(τ)⟩2 ≤ ⟨A2⟩2

⟨A2⟩ ≥ ⟨A(0)A(τ)⟩

· · · · · · · · ·

f (1)(τ)、g(1)(τ)から、Rj(t)の情報つまり分子運動に関する情報が得
られる。ただし、f (1)(τ)、 g(1)(τ)は直接測定できる量ではない。なお、
f (1)(τ)と、

I(ω) =
1
2π

∫ ∞

−∞
f (1)(t)e−iωtdt (5.7)

で関係づけられる I(ω)は測定可能である。(これには Filter Technique —
Fabry-Perot干渉計を用いる方法がある。)
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· · · · · · · · ·
—Power Spectrum—
−T/2 ≤ t ≤ T/2 で、E(t)を Fourier級数展開する。

E(t) =
∞∑

m=−∞
Emeiωmt, ωm =

2πm
T

Em =
1
T

∫ T/2

−T/2

E(t)e−iωmtdt

E(t)は tの randomな函数とすると、Emは randomな変数である。し
たがって、

lim
T→∞

1
T
⟨EmE

∗
m⟩ = lim

T→∞

1
T

∫ T/2

−T/2

dt

∫ T/2

−T/2

dt′f (1)(t− t′)ei(ωn−ωm)teiωn(t′−t)

= δmn

∫ ∞

−∞
f (1)(τ)e−iωmτdτ

となる。m = nに対して

⟨|Em|2⟩ =
∫ ∞

−∞
f (1)(τ)e−iωmτdτ

である。この量は Powerスペクトルと呼ばれる。
· · · · · · · · ·
最近では、次に定義する散乱光強度の相関関数を測定するのが一般的で

ある。(この方法を Optical Mixing法と云う。)

f (2)(τ) ≡ ⟨I(0)I(τ)⟩

= ⟨E∗(0)E(0)E∗(τ)E(τ)⟩ (5.8)

g(2)(τ) =
⟨E∗(0)E(0)E∗(τ)E(τ)⟩

⟨| E |2⟩2
(5.9)

ここで、g(2)(τ)と g(1)(τ)の関係を求める。ただし、後述のHeterodyne
法と異なり、散乱光のみを検出する Homodyne法の場合を考える。この
場合、式 (5.1)より

E(t) =
N∑

i=1

Ei(t) (5.10)
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と書ける。ただし、Ei(t)は i番目の散乱体からの電場を表す。各散乱体

が独立で、異なる散乱体からの電場の位相が randomである場合 (これを
Gaussian Lightと云う)、

f (2)(τ) =
N∑

i=1

⟨E ∗
i (0)Ei(0)E ∗

i (τ)Ei(τ)⟩

+
N∑

i,j=1
i ̸=j

[⟨E ∗
i (0)Ei(0)E ∗

j (τ)Ej(τ)⟩

+⟨E ∗
i (0)Ei(τ)Ej(0)E ∗

j (τ)⟩] (5.11)

となる。ここで、1つの散乱体からの電場とその複素共役との積を含む項
以外は平均操作により消える。各散乱体は等価であるとすると、

f (2)(τ) = N⟨E ∗
i (0)Ei(0)E ∗

i (τ)Ei(τ)⟩

+N(N − 1)[⟨E ∗
i (0)Ei(0)⟩⟨E ∗

j (τ)Ej(τ)⟩

+⟨E ∗
i (0)Ei(τ)⟩⟨Ej(0)E ∗

j (τ)⟩] (5.12)

となる。N ≫ 1のとき、

f (2)(τ) = N2[⟨| Ei |2⟩2 + ⟨E ∗
i (0)Ei(τ)⟩2] (5.13)

である。したがって、式 (5.9)より、

g(2)(τ) = 1+ | g(1)(τ) |2 (5.14)

が得られる。この式を Siegertの式と云う。
実際には、有限の散乱体積 (A)、各時間における有限の測定時間幅 tD

の影響を含む因子 f(A, tD)が必要で、

g(2)(τ) = 1 + f(A, tD) | g(1)(τ) |2 (5.15)

となる。(補遺 5.B参照) このように、散乱光のみがmixされた電場に対
して、I(0)と I(t)の相関を測定する方法を Homodyne法という。
これに対して Heterodyne法と呼ばれる方法がある。この方法では、人

為的に挿入した Local Oscillatorからの光と散乱光をmixする。したがっ
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て、電場は

E(t) = Es(t) + E 0
LO e−iωLOt (5.16)

となる。式 (5.8)に代入して計算すると、f (2)(τ)には全部で 16項が現れ
る。そのうち 10項は 0、3項は I 2

LO と 2ILO⟨Is⟩で時間に依らない。残る
3項は

ILO[⟨E ∗
s (0)Es(τ)⟩eiωLOτ+⟨Es(0)E ∗

s (τ)⟩e−iωLOτ ]

+⟨E ∗
s (0)Es(0)E ∗

s (τ)Es(τ)⟩ (5.17)

である。

ILO ≫ Is とすると、

⟨I(0)I(τ)⟩ ≃ ILO⟨E ∗
s (0)Es(τ)⟩ = ILOf

(1)(τ) (5.18)

となるので、直接電場の自己相関函数が求められることになる。なお、ωLO

は通常入射光と同じ ω0(= 1014 − 1015 Hz)で測定にはかからない。

5.2 動的構造因子

散乱体積 V 中の等価な等方散乱体 n個から成る N 個の高分子につい

て、式 (5.1)と (5.3)より、

f (1)(τ) = (E 0
0 )2

16π4

λ4

sin2θx

r2
eiω0τα2

⟨ N∑
i

N∑
j

n∑
p

n∑
q

eik·[Rpi
(τ)−Rqj

(0)]

⟩
(5.19)

α = αpi = αqj (for all pi, qj)

| k |= 4πñ
λ

sin(θ/2)

と書ける。
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異なる高分子鎖に属する散乱体の間で位置相関が無い場合、すなわち、

希薄溶液の場合、

f (1)(τ) = (E 0
0 )2

16π4

λ4

sin2θx

r2
eiω0τα2N

⟨ n∑
p

n∑
q

eik·[Rp(τ)−Rq(0)]

⟩
(5.20)

である。ここで、動的構造因子 S(k, τ)を

S(k, τ) ≡ 1
n2

⟨ n∑
p

n∑
q

eik·[Rp(τ)−Rq(0)]

⟩
(5.21)

で定義する。式 (5.4)より

g(1)(τ) =
S(k, τ)
S(k, 0)

eiω0τ (5.22)

である。

空間固定座標系における高分子の重心の位置ベクトルをRG(t)、重心か
ら p番目の散乱体への距離ベクトルを Sp(t)とすると

Rp(t) = RG(t) + Sp(t) (5.23)

である。式 (5.21)に代入すると、

S(k, t) =
1
n2

⟨
eik·[RG(t)−RG(0)]

n∑
p

n∑
q

eik·[Sp(t)−Sq(0)]

⟩
(5.24)

が得られる。

|Sp(t)−Sq(0)| ≤分子サイズである。したがって、以下の式を得ること
ができる。

(a) max[k|Sp(t) − Sq(0)|] ≪ 1の場合

S(k, t) =
⟨

eik·[RG(t)−RG(0)]

⟩
(5.25)

(b) 剛体球の場合
式 (5.24)の 2重和の項は時間 tに依らない (回転に対して不変で

ある)。

S(k, t) =
⟨

eik·[RG(t)−RG(0)]

⟩
S(k, 0) (5.26)
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S(k, 0) =
1
n2

⟨ n∑
p

n∑
q

eik·[Sp(0)−Sq(0)]

⟩
(5.27)

式 (5.25)、(5.26)いずれの場合も式 (5.22)より、

g(1)(τ) = eiω0τ

⟨
eik·[RG(τ)−RG(0)]

⟩
(5.28)

となる。

重心RG の時間依存分布関数 P (RG; t)は充分長い時間スケール (内部
運動が緩和してしまう時間スケール)で、次の拡散方程式を満たす。

∂

∂t
P (RG; t) = D∇2P (RG; t) (5.29)

ここで、D は並進拡散係数である。初期条件、すなわち t = 0で RG =
RG(0)、を満たす解は、

P (RG; t) = (4πDt)−3/2e−|RG(t)−RG(0)|2/4Dt (5.30)

である。したがって、⟨
eik·[RG(τ)−RG(0)]

⟩
=

1
V

∫
V

dRG(0)
∫

V

dRG(τ)P (RG; t)eik·[RG(τ)−RG(0)]

= e−Dk2τ (5.31)

が得られる。この結果を用いると式 (5.28)より、

g(1)(τ) = eiω0τe−Dk2τ (5.32)

となる。式 (5.15)に代入して、

g(2)(τ) = 1 + f(A, tD)e−2Dk2τ (5.33)

を得ることができる。

5.3 多成分系

分子量Mi(重合度 ni)の高分子の数をNi、並進拡散係数をDi とする。

式 (5.20)と (5.31)および niα = (ñ/2πNA)(∂ñ/∂c)0Mi より、

f (1)(τ) = (E 0
0 )2

4π2ñ2

N 2
A λ

4

(
∂ñ

∂c

) 2

0

sin2θx

r2
eiω0τ

∑
i

NiM
2

i e−Dik
2τ (5.34)
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したがって、

g(1)(τ) = eiωoτ
∑

i

NiM
2

i e−Dik
2τ

/ ∑
i

NiM
2

i (5.35)

が得られる。

連続的な分子量分布 w(M)(Weight Fraction)に対して、

|g(1)(τ)| =
∫
G(Γ)e−ΓτdΓ (5.36)

と書ける。ここで、

Γ ≡ Dk2

G(Γ) =
Mw(M)∫
Mw(M)dM

(5.37)

である。

Γの平均値を ⟨Γ⟩とすると、

⟨Γ⟩ =
∫

ΓG(Γ)dΓ (5.38)

である。式 (5.36)を ⟨Γ⟩のまわりに展開すると、

|g(1)(τ)| = e−⟨Γ⟩τ
(

1 +
µ2

2!
τ2 − µ3

3!
τ3 + · · ·

)
(5.39)

µ2 =
∫

(Γ − ⟨Γ⟩)2G(Γ)dΓ, · · · (5.40)

となる。

式 (5.15)より、

1
2
ln[g(2)(τ) − 1] = ln[f1/2|g(1)(τ)|]

=
1
2
ln f − ⟨Γ⟩τ +

1
2!

µ2

⟨Γ⟩2
(⟨Γ⟩τ)2 + · · · (5.41)

この式を用いて g(2) より、⟨Γ⟩が求めることができる。
式 (5.37)、(5.38)より、

⟨Γ⟩ = Dzk
2 (5.42)
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である。ここで、Dz は z−平均並進拡散係数で

Dz =
∫
DMw(M)dM∫
Mw(M)dM

(
=

∑
iDiNiM

2
i∑

iNiM2
i

)
(5.43)

で定義される。

[g(2)(τ) − 1]1/2 のキュムラント展開は

1
2
ln[g(2)(τ) − 1] =

∞∑
j=0

(−τ)j

j!
Γj (5.44)

で与えられる。ここで、Γj は jth Cumulantと呼ばれる。Γj は

Γj =
1
2

[
(−1)j ∂

j

∂tj
ln[g(2)(τ) − 1]

]
τ=0

(5.45)

で定義される。したがって、1次 Cumulantは

Γ1 = ⟨Γ⟩ = −1
2

[
∂

∂τ
ln[g(2)(τ) − 1]

]
τ=0

(5.46)

となる。この式と式 (5.42)から、式 (5.41)を用いて並進拡散係数を求め
られることが分かる。この方法をキュムラント法と云う。

· · · · · · · · ·
—Note—
一般に、xの分布関数を f(x)とし、特性関数Φ(ξ) = ⟨eiξx⟩と定義する。

Φ(ξ) =
∫ ∞

−∞
f(x)eiξxdx

次に、

Φ(ξ) = eΨ(ξ)

と書き、Ψ(ξ)を Cumulant関数という。Cumulant展開は

Ψ(ξ) = lnΦ(ξ) =
∞∑

j=1

(iξ)j

j!
Cj
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である。jth CumulantCj は

Cj = ⟨xj⟩ =
∫ ∞

−∞
xjf(x)dx

で与えられる。

· · · · · · · · ·

非平衡熱力学によると、動的光散乱法によって求められる有限濃度にお

ける相互拡散係数Dは一般に、溶質と溶媒間の相互摩擦係数 ζ と

D =
(1 − vc)2M

NAζ

(
∂π

∂c

)
T,p

(5.47)

の関係がある。1,3(補遺 5.A参照) ここで、(∂π/∂c)T,pは浸透圧縮率であ

る。孤立剛体球の摩擦係数 ζ に対する Stokesの式に倣って、ミセルの見
かけの流体力学半径 RH,app を

ζ = 6πη0RH,app (5.48)

で定義する。ここで、η0 は溶媒粘度である。また、“見かけ”という語を
冠するのは、有限濃度では RH,app は溶質分子のサイズを反映するだけで

なく、溶質粒子間の流体力学相互作用の影響を受けているためである。第

2章でのべたように、(∂π/∂c)T,p はKc/∆R0 と

Kc

∆R0
=

1
RT

(
∂π

∂c

)
T,p

(5.49)

の関係があり、SLS測定から決定できる。Rは気体定数である。以上の式
を纏めると

D =
(1 − vc)2MkBT

6πη0RH,app

(
Kc

∆R0

)
(5.50)

となる。ここで、kBは Boltzmann定数である。この式は c→ 0の極限で
はよく知られた Stokes-Einsteinの関係

D =
kBT

6πη0RH
(5.51)
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に還元される。溶質分子が剛体球のとき、RH は真にその半径 aであり、

この式は元来の Einsteinの式

D =
kBT

ζ
(5.52)

と Stokesの式
ζ = 6πη0a (5.53)

を組み合わせた式となる。

5.4 動的光散乱の実験例

図 5.1には古典的な動的光散乱測定装置と測定原理を示す。また、図 5.2
と 5.3にはウィルスについての測定結果を掲げる。実験結果はいずれもか
なり古典的なものである。
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図 5.1 動的光散乱測定装置と測定原理
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図 5.2 キュムラント法
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図 5.3 ウィルスの拡散係数と半径
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A

B

C

D

E

F

G

H

u.i

dx

dy
dz

図 5.4 x方向の流れ

5.A 相互拡散係数

出発点となるのは、物質の保存則、各成分物質の保存則を表す連続の式で

ある。いずれの式の誘導は殆ど同じなので、ここでは物質に関する連続の

式を例として導出する。

系の数密度を ρとする。微少体積要素の体積を dV (= dxdydz)とし、そ
の中心を原点とする。x方向、y方向、z 方向の単位ベクトルをそれぞれ

i、j、kで表す。原点における物質の流速を uとする。x方向の流れによ

る微小体積要素中の物質の収支を考える。原点での x方向の物質の流れは

ρu · iである。図 5.4において面ABCDから単位時間に流入する物質量は[
ρu − ∂(ρu)

∂x

dx
2

]
· idydz (5.A.1)

である。一方、面 EFGHから単位時間に流出する量は[
ρu +

∂(ρu)
∂x

dx
2

]
· idydz (5.A.2)

である。したがって、x方向の流れによる微少体積要素中の物質の正味の

減少量は
∂(ρu)
∂x

· idxdydz (5.A.3)

となる。x, y, z の 3方向について考えると、微少体積要素中の物質の減
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少量は[
∂(ρu)
∂x

· i +
∂(ρu)
∂y

· j +
∂(ρu)
∂z

· k
]
dxdydz ≡ ∇ · (ρu)dV (5.A.4)

であり、物質保存則からこの量は単位時間当たりの減少量−∂ρ
∂t dV と等し

くなければならない。したがって,

− ∂ρ

∂t
dV = ∇ · (ρu)dV (5.A.5)

である。つまり、物質保存則は

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (5.A.6)

と書ける。

同様にして、2成分系における成分 i (i = 1, 2)についての物質保存則は

∂ci
∂t

+ ∇ · (ciui) = 0 (i = 1, 2) (5.A.7)

と表される。ただし、ciは成分 iの数濃度とする。uiは成分 iの原点にお

ける流速である。

次に、上の式から揺らぎに関係する式を求める。系は平衡状態にあり、

溶液は巨視的には静止しているとする。この平衡状態における溶液の数密

度を ρ0、成分 i (i = 1, 2)の数濃度を ci0、圧力を p0で表す。u、uiの平衡

値はいずれも 0である。揺らぎを表すための量には δを付けて、δρ、δci、

δu、δui、とする。これらはいずれも時間 tと位置 rの函数である。温度

T と圧力 pを一定とすると、δT と δpは 0である。これらの量をその平衡
値と揺らぎを含めて表すと

ρ(r, t) = ρ0 + δρ(r, t) (5.A.8)

ci(r, t) = ci0 + δci(r, t) (i = 1, 2) (5.A.9)

p(r, t) = p0 + δp(r, t) (5.A.10)

u(r, t) = δu(r, t) (5.A.11)

ui(r, t) = δui(r, t) (i = 1, 2) (5.A.12)
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となる。これらの式を用いて揺らぎに関する方程式を求める。その際、揺

らぎは小さいとして、非線型項 (δの付いた量の 2つ以上の積を含む項)は
省略することにする。式 (5.A.6)より

∂δρ(r, t)
∂t

= −ρ0∇ · δu(r, t) (5.A.13)

が得られる。

ここで、成分 iの流束 ji を ji ≡ ciui、溶媒の流束 js を js ≡ csus とす

ると、溶媒に相対的な成分 iの流束 j(r)i は

j(r)i = ci(ui − us) (5.A.14)

と表される。この式はまた、

j(r)i = ji −
ci
cs

js (5.A.15)

と書ける。式 (5.A.7)と (5.A.14)より

∂δc2(r, t)
∂t

= −∇ · δj2(r, t) (5.A.16)

が得られる。

Onsagerの現象論によると、2成分溶液に対して成分 1の流束 j1と成分

2の流束 j2 は

− j1 = Ω11∇µ1 + Ω12∇µ2 (5.A.17)

− j2 = Ω21∇µ1 + Ω22∇µ2 (5.A.18)

のように成分 iの化学ポテンシャル µi と関係づけられる。ただし、簡単

のためここでは変数の時間 tと位置 rは省略した (以下同様とする)。ここ
で、式中の Ωij は易動度で、Onsagerの相反則によると

Ω11 = −Ω12 = −Ω21 = Ω22 ≡ Ω (5.A.19)

の関係がある。

Gibbs-Duhemの関係は揺らぎに対して

c10δµ1 + c20δµ2 = δp = 0 (5.A.20)
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を与える。ただし、ここでも非線型項は無視した。したがって、

δµ1 − δµ2 =
ρ0δµ1

c20
(5.A.21)

が得られる。ここで、ρ0 = c10 + c20 である。非圧縮性の溶液に対して、

δµ1 =
(
∂µ1

∂c2

)
T,p

δc2 = −V1

(
∂π

∂c2

)
T,p

δc2 (5.A.22)

が成り立つ。ここで、V1は成分 1の部分分子体積、πは浸透圧である。こ
の式を用いると、式 (5.A.21)は

δµ1 − δµ2 = −
(
ρ0V1

c20

)(
∂π

∂c2

)
T,p

δc2 (5.A.23)

と書き直せる。したがって、

− δj2 = Ω
(
V1ρ0

c20

)(
∂π

∂c2

)
T,p

∇δc2 (5.A.24)

が導かれる。この式は

− δj2 =
c10V1

ζ

(
∂π

∂c2

)
T,p

∇δc2 (5.A.25)

と表すことができる。ここで、ζ は

ζ ≡ c10c20
ρ0Ω

(5.A.26)

で定義する現象論的な摩擦係数である。式 (5.A.25)を式 (5.A.16)に代入
して

∂δc2
∂t

= D(r)∇2δc2 (5.A.27)

が得られる。ただし、D(r) は

D(r) ≡ c10V1

ζ

(
∂π

∂c2

)
T,p

(5.A.28)

で定義する溶媒固定の座標系における相対的な相互拡散係数である。

動的光散乱測定では、空間に固定した散乱中心 (体積)からの散乱光を
観測する。系の動的性質として関連するのは溶媒に相対的な流束 j(r)i では
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なく、空間に固定した実験室座標系に関する絶対的な流速 ji である。し

たがって、j(r)i から ji を導く必要がある。成分 iの部分分子体積を Vi と

すると、成分 iの流れによる体積の流れは jiViであり、拡散においては全

体積の流れ jv は 0で
jv =

∑
i

jiVi = 0 (5.A.29)

である。したがって、溶媒の流束 js は

js = − 1
Vs

∑
i

Viji = −cs
∑

i

ϕi

ϕsci
ji (5.A.30)

と解ける。ここで、ϕi は成分 iの体積分率 (≡ ciVi)である。
2成分系に対しては

j1 = −c1ϕ2

c2ϕ1
j2 (5.A.31)

である。ただし、溶媒成分を 1、溶質成分を 2とする。この式と式 (5.A.15)
より

j(r)2 =
(

1 +
ϕ2

ϕ1

)
j2 (5.A.32)

である。ϕ1 + ϕ2 = 1であるから (式 (5.A.28)を (5.A.25)に代入した式に
倣って)、

j2 = ϕ1j
(r)
2 = −ϕ1D

(r)∇c2 = −D∇c2 (5.A.33)

となる。ここで、D が実験室座標系における相互拡散係数である。した

がって、式 (5.A.28)より

D = ϕ1D
(r) =

(c10V1)2

ζ

(
∂π

∂c2

)
T,p

(5.A.34)

となることが解る。数濃度 c2 は質量濃度 cと c2 = NAc/M (M は成分 2
の分子量、NA はアボガドロ定数)の関係があるので、この式は質量濃度
cを用いて

D =
ϕ2

1M

NAζ

(
∂π

∂c

)
T,p

=
(1 − vc)2M

NAζ

(
∂π

∂c

)
T,p

(5.A.35)

と書くことができる。vは溶質成分の部分比容である。
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R+r-r0

rr0
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図 5.5 散乱体積と散乱光検出面

5.B f因子について

この補遺では、式 (5.15)に現れる f 因子について説明する。

光散乱測定では、有限の散乱体積 V からの散乱光強度を有限の面積 A

を持つ検出器で測定する。検出面上の点 rにおける電場をEs(r, t)とする。
(Esは V 中の全ての散乱点からの電場の和とする。) 点 rにおける時間 t

での散乱光強度を I(r, t)と書くと、

I(r, t) = E∗
s (r, t)Es(r, t) (5.B.1)

である。散乱光強度は、有限の時間幅 tDおよび面積 Aの全体にわたる量

として測定されるので、その平均値 Ī は

Ī(t, tD;A) ≡ 1
tDA

∫ t+tD

t

dt′
∫

A

I(r, t′)dr (5.B.2)

である。

いま、散乱光強度の規格化相関函数の測定量 ḡ(2) を

ḡ(2)(t, tD;A) ≡ 1
(tDA)2⟨Ī⟩2

⟨
∫ tD

0

dt′
∫ t+tD

t

dt′′

×
∫

A

dr
∫

A

dr′I(r′, t′′)I(r, t′)⟩ (5.B.3)

で定義する。⟨Ī⟩は Ī の平均である。点 rと r′における散乱電場Es(r, t)、
Es(r′, t)について、交叉相関函数 f (2) を

f (2)(r, r′, t) ≡ ⟨E∗
s (r, 0)Es(r, 0)E∗

s (r′, t)Es(r′, t)⟩ (5.B.4)
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と定義すると、ḡ(2) は

ḡ(2)(t, tD;A) =
1

(tDA)2⟨Ī⟩2

∫ tD

0

dt′
∫ t+tD

t

dt′′

×
∫

A

dr
∫

A

dr′f (2)(r, r′, t′′ − t′) (5.B.5)

と書ける。また、

f (1)(r, r′, t) ≡ ⟨E∗
s (r, 0)Es(r′, t)⟩ (5.B.6)

と定義し、f (1)(r, r, 0) = ⟨I(r)⟩と書くと、Gaussian lightの場合、

f (2)(r, r′, t) = ⟨I(r)⟩⟨I(r′)⟩ + |f (1)(r, r′, t)|2 (5.B.7)

が成立する。したがって、

ḡ(2)(t, tD;A) = 1 +
1

(tDA)2⟨Ī⟩2

∫ tD

0

dt′
∫ t+tD

t

dt′′

×
∫

A

dr
∫

A

dr′|f (1)(r, r′, t′′ − t′)|2 (5.B.8)

となる。次に

g(1)(r, r′, t) ≡ f (1)(r, r′, t)
[f (1)(r, r, 0)f (1)(r′, r′, 0)]1/2

=
f (1)(r, r′, t)

[⟨I(r)⟩⟨I(r′)⟩]1/2
(5.B.9)

と定義する。点 rと r′における散乱電場の空間相関函数を γ(1)(r, r′)とす
ると、多くの場合、

g(1)(r, r′, t) = γ(1)(r, r′)g(1)(t) (5.B.10)

と書くことができる。

式 (5.B.9)と (5.B.10)を式 (5.B.8)に代入すると、

ḡ(2)(t, tD;A) = 1 +
f(A)
t2D

∫ tD

0

dt′
∫ t+tD

t

dt′′|g(1)(t′′ − t′)|2 (5.B.11)
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f(A) =
1

⟨Ī⟩2A2

∫
A

dr
∫

A

dr′|γ(1)(r, r′)|2[⟨I(r)⟩⟨I(r′)⟩] (5.B.12)

となる。f(A)は Aが大きくなるにつれて、1から減少する函数である。
g(1)(t) = exp(iω0t) exp(−Dk2t)と書ける場合、

ḡ(2)(t, tD;A) = 1 + f(A)
sinh2(Dk2tD)

(Dk2tD)2
e−2Dk2t (5.B.13)

と表せる。したがってこの場合、式 (5.15)における f(A, tD)は

F (A, tD) = f(A)
sinh2(Dk2tD)

(Dk2tD)2
(5.B.14)

となる。

[式 (5.B.10)について]
散乱体積 V を微少体積 δV の領域に分割する。各領域からの散乱光は可

干渉性ではないとする。δV からの散乱光による位置 rの電場 Es(r, t)は

Es(r, t) =
E0k

2
f

|R + r − r0|
ei(ω0t−kf |R+r−r0|)

×
∫

δV

dδreik·(r0+δr)αf (r0 + δr, t) (5.B.15)

である。ここで、E0は入射光電場の強度、ω0は入射光の角周波数、kf は

kf = ñωf/c̃ (ñは試料の屈折率、ωf は散乱光の角周波数、c̃は散乱光の真

空中の速度)、αf は散乱体の分極率である。交叉相関函数 f (1)(r, r′, t)は

f (1)(r, r′, t) =
(E0k

2
f )2

δV

∫
dr0

∫
dr′0δ(r0 − r′0)

× eikf |R+r−r0|

|R + r − r0|
ei(ω0t−kf |R+r′−r′0|)

|R + r′ − r′0|

×
∫

δV

dδr
∫

δV

dδr′eik·(r0−r′0+δr−δr′)

×⟨αf (r0 + δr, 0)αf (r′0 + δr′, t)⟩

≃
(E0k

2
f )2

δV

∫
dr0eikf (|R+r−r0|−|r+r′−r0|) e

iω0t

R2

×
∫

δv

dδr
∫

δV

dδr′eik·(δr−δr′)

×⟨αf (r0 + δr, 0)αf (r0 + δr′, t)⟩ (5.B.16)
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となる。また、

f (1)(r, r, 0) =
(E0k

2
f )2

R2δV

∫
dr0

∫
δV

dδr
∫

δV

dδr′eik·(δr−δr′)

×⟨αf (r0 + δr, 0)αf (r0 + δr′, 0)⟩ (5.B.17)

である。
∫

δV
dδr

∫
δV

dδr′eik·(δr−δr′)⟨αf (r0 + δr, 0)αf (r0 + δr′, t)⟩が r0に

依らないとすると

g(1)(r, r′, t) ≡ f (1)(r, r′, t)
f (1)(r, r, 0)

= γ(1)(r, r′)g(1)(t) (5.B.18)

となる。ここで、

γ(1)(r, r′) =
1
V

∫
V

dr0eikf (|R+r−r0|−|R+r′−r0|) (5.B.19)

g(1)(t) =
eiω0t

∫
δV

dr
∫

δV
dr′eik·(δr−δr′)⟨αf (r0 + δr, 0)αf (r0 + δr′, t)⟩∫

δV
dδr

∫
δV

dδr′eik·(δr−δr′)⟨αf (r0 + δr, 0)αf (r0 + δr′, 0)⟩
(5.B.20)

である。

次に γ(1)(r, r′)のモデル計算を示す。
いま、散乱点は半径 σの円 S 内に分布しているとする。

ℓ = |R + r − r0|

ℓ′ = |R + r′ − r0|

とおくと、式 (5.B.19)より

h(1)(r, r′) ≡
∫

S

dr0eikf (ℓ−ℓ′) (5.B.21)

が定義できる。

ℓ = (|R+r−r0|2)1/2 = R

[
1+

(
|r − r0|
R

)2]1/2

≃ R+
|r − r0|2

2R
(5.B.22)



5.B f因子について 133

ℓ− ℓ′ ≃ 1
2R

(|r − r0|2 − |r′ − r0|2)

=
1

2R
[r2 − r′2 + 2r0 · (r′ − r)] (5.B.23)

より、

h(1)(r, r′) = exp
[
ikf (r2 − r′2)

2R

] ∫
S

exp
[
ikfr0 · (r − r′)

R

]
dr0 (5.B.24)

となる。この式中の積分は∫
S

eikfr0·(r−r′)/Rdr0 =
∞∑

n=−∞
(−1)n

∫ σ

0

r0dr0
∫ 2π

0

dϕ

×Jn

(
kfr0|r − r′|

R

)
ein(ϕ′−ϕ)

= 2π
∫ σ

0

r0dr0J0

(
kf |r − r′|

R
r0

)
= 2π

Rσ

kf |r − r′|
J1

(
kfσ

R
|r − r′|

)
(5.B.25)

である。したがって、

γ(1)(r, r′) =
h(r, r′)
h(1)(r, r)

=
2R

kfσ|r − r′|
J1

(
kfσ|r − r′|

R

)
× exp

[
ikf (r2 − r′2)

2R

]
(5.B.26)

となる。
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likewise, when we contrast the simulation results for a 3:l:l un- 
iaxial hard body with the present results, we obtain 

which would suggest that the cause of the disagreement of theory 
with experiment (be it simulation or laboratory) arises not from 
anisotropic potential softness but rather from the long-range 
correlations missing in the present theory of c(1,2). Whether the 
neglected long-range correlations arise from the approximation 
of c( 1,2;nem) by c( 1,2;isotropic) in the density functional theory 
or whether it be a case of better approximating the long-range 
correlations already present in the c( 1,2;isotropic), we cannot say. 
Further analysis of c( 1,2) for fluids of rods is necessary. 
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Light-Scattering Method of Determining the Second Virial Coefficient for Simple 
Molecules and Oligomerst 

Yoshiyuki Einaga, Fumiaki Abe, and Hiromi Yamakawa* 
Department of Polymer Chemistry, Kyoto University, Kyoto 606-01, Japan (Received: September 10, 1991) 

A procedure of determining the molecular weight and second virial coefficient for simple molecules and oligomers from 
light-scattering measurements on a binary solution is presented on the basis of the well-established theory of fluctuations 
in multicomponent systems. It consists of determining fmt the total isotropic scattering from the solution and then the composition 
scattering by subtracting from the former the density scattering (the Einstein-Smduchowski term), where the values at finite 
concentrations should be used for the density scattering and also for the refractive index and its increment appearing in the 
optical constant. The required value of the density scattering is obtained by multiplying its observed value for the pure solvent 
by the concentration correction factor that is evaluated from a proper relationship between the refractive index and density 
of the solution. From experimental results obtained for a solution of toluene in cyclohexane at 25.0 O C  as an example, the 
Lorentz-Lorenz equation is recommended as such a relationship. It is demonstrated that the multiple scattering theory by 
Bullough, which has often been used, is erroneous. 

I. Introduction 
Recently we initiated a systematic experimental study of 

equilibrium conformational and steady-state transport properties 
of flexible polymers in dilute solutions in the unperturbed (e) state, 
using well-characterized samples over a wide range of molecular 
weight, including the oligomer region.'V2 The data obtained have 
been analyzed on the basis of the helical wormlike chain mode13v4 
with a consistent determination of the model parameters for in- 
dividual polymers. As a next step, we are now planning to make 
a similar study of excluded-volume effects such as static and 
transport expansion factors and second virial coefficients, giving 
major attention to the oligomer region. 

In the course of the above study, we have determined second 
virial coefficients A2 from small-angle X-ray scattering mea- 
surements for atactic oligomers of styrene in cyclohexane at  34.5 
"C and for those of methyl methacrylate in acetonitrile a t  
44.0 OC The results show that A2 does not vanish but 
increases with decreasing molecular weight M, even at  8 (at which 
A2 vanishes for very large M), in the range of M where the 
unperturbed mean-square radius of gyration is not proportional 
to M, i.e., in the oligomer region. A similar result was obtained 
also by Huber and Stockmayer,' who determined A2 for the former 
system from light-scattering measurements. These findings in- 
dicate that the so-called two-parameter theory breaks down in 
the oligomer region, as is natural. However, a quantitative dis- 
cussion should be based on a correct and accurate determination 
of A2. For this purpose, light-scattering measurements are 

'This paper is contributed to the celebration of the 60th birthday of Pro- 
fessor Marshall Fixman in recognition of his lasting contributions to theoretical 
polymer science. 

0022-365419212096-3948%03.00/0 

preferable, but then measurements must be carried out on gen- 
erally optically anisotropic and rather concentrated solutions of 
oligomers. The object of the present paper is to resolve several 
problems that are then encountered, especially in the case of 
oligomers with small M or simple molecules. 

We must fmt  obtain the Rayleigh ratio bo due to the isotropic 
scattering at  vanishing scattering angle 0 from the total scattering 
intensity including the anisotropic contribution, but this step is 
rather straightforward. According to the theory of fluctuations 
in multicomponent systems,*-I0 we must then determine the 
component hRBoo arising from concentration fluctuations (com- 
position scattering) by 'subtracting from RBZO the component & 
(the Einstein-Smoluchowski term) arising from density fluctua- 
tions (density scattering) atfinite concentrations. This is the most 
difficult step. Indeed, with an ingenious device, Coumou and 
co-workers' l , I 2  have measured directly the derivative (anlap) T.m 

(1) Konishi, T.; Yoshizaki, T.; Yamakawa, H. Polym. J .  1988, 20, 175. 
(2) Konishi, T.; Yoshizaki, T.; Shimada, J.; Yamakawa, H.  Macromole- 

cules 1989, 22, 1921, and succeeding papers. 
(3) Yamakawa, H. Annu. Rev. Phys. Chem. 1984,35, 23. 
(4) Yamakawa, H. In Molecular Conformation and Dynamics of Mac- 

romolecules in Condensed Systems; Nagasawa, M . ,  Ed.; Elsevier: Amster- 
dam, 1988; p 21. 

(5) Konishi, T.; Yoshizaki, T.; Saito, T.; Einaga, Y.; Yamakawa, H.  
Macromolecules 1990, 23, 290. 

(6) Tamai. Y.; Konishi, T.; Einaga, Y.; Fujii, M.; Yamakawa, H. Mac- 
romolecules 1990, 23, 4067. 

(7) Huber, K.; Stockmayer, W. H. Macromolecules 1987, 20, 1400. 
(8) Kirkwood, J.  G.; Goldberg, R.  J.  J .  Chem. Phys. 1950, 28, 54. 
(9) Stockmayer, W. H.  J .  Chem. Phys. 1950, 18, 58. 
(IO) See also: Yamakawa, H.  Modern Theory of Polymer Solutions; 

Harper & Row: New York, 1971. 

0 1992 American Chemical Society 

Y-EINAGA
四角形



138 6章 Miscellanea

Second Virial Coefficient for Oligomers 

of the refractive index n with respect to the pressure p at constant 
temperature T and composition m that appears in the term Rd. 
In the present paper, we propose a simple procedure of determining 
R,, without use of such an apparatus. It consists of a measurement 
of R,, at zero concentration (for a pure solvent) and an evaluation 
of the concentration correction factor for (an/ap)T,m and hence 
& using a proper relationship between n and the solution density, 
as done by, for instance, Carr and Zimm13 for the evaluation of 
this derivative for pure liquids. 

In the next section, we develop basic theoretical equations 
required for a determination of A2 (and also M). We then note 
that although Bullough14 has developed a multiple scattering theory 
inconsistent with our starting fluctuation theory mentioned above, 
his theory is erroneous, as demonstrated in the Appendix. In the 
sections that follow, we present experimental results obtained for 
solutions of toluene in cyclohexane as an example along with an 
analysis of the data following the proposed procedure. 

11. Theoretical Section 
We consider a binary solution which in general is optically 

anisotropic and not necessarily dilute. Let R*", be the reduced 
intensity of unpolarized scattered light for vertically polarized 
incident light, and let R*8 be the Rayleigh ratio, Le., the reduced 
intensity R*uu of unpolarized scattered light for unpolarized in- 
cident light. Here, the asterisk indicates the scattering from 
anisotropic scatterers, and it is dropped for the isotropic scattering. 

For a system of independent small scatterers, the reduced 
intensities R*uv and R*8=r/2, which are often measured, are related 
to the (isotropic) Rayleigh ratio Repo at  vanishing scattering angle 
0 by the equations 

where pu is the depolarization ratio as defined as the ratio IH,/Iv, 
of the horizontal to vertical component of the scattered intensity 
a t  0 = u / 2  for unpolarized incident light. We have also 

(1 + cos2 0)- R*8 = 1 + (; - ;:) cos2, (3) 
R*8=*/2 

We note that these equations can readily be derived from basic 
equations for the components IC of the scattered intensityl0 and 
that they are valid also for a liquid or solution if we suppose that 
it may be divided into independent small regions as scatterers. 
Thus eq 3 is usually employed to determine pu from the observed 
R*@.IS If pu is determined, we may determine RB=O from eq 1 
or 2 with the observed R*uv or R*o=+ 

Now, according to the fluctuation theory by Kirkwood and 
Goldbergs and by Stockmayer? the isotropic Rayleigh ratio Re=O 
for the binary solution may be written in the form 

= Rd + M~=O (4) 

with 

where kB is the Boltzmann constant, X the wavelength of the 

(1 1) Coumou, D. J.; Mackor, E. L.; Hijmans, J. Tram. Faraday Soc. 1964, 

(12) Coumou, D. J.; Mackor, E. L. Tram. Faraday Soc. 1964,60, 1726. 
(13) Carr, C. I.; Zimm, B. H. J .  Chem. Phys. 1950, 18, 1616. 
(14) Bullough, R. K. Phil. Trans. R.  Soc. 1962, A254, 397; Proc. R. Soc. 

(15) Rubingh, D. N.; Yu, H. Mucromolecules 1976, 9, 681. 

60, 1539. 

1963, A275, 27 1. 
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incident light in vacuum, K T  the isothermal compressibility of the 
solution, m the ratio of the solute to solvent mass, Vo the partial 
molecular volume of the solvent, c the mass concentration of the 
solute, and po the chemical potential of the solvent. 

It is important to here make two remarks concerning eq 4. First, 
although there have been some arguments14J6 about the internal 
field effect on the Einstein-Smoluchowski term Rd, we believe 
that its molecular theoretical basis has been given correctly by 
Fixman." The second is concerned with the multiple scattering 
theory by Bul10ugh.I~ From the imaginary part of the complex 
refractive index, he has derived an expression for the turbidity 
that contains a cross term proportional to the product of 
and (an/ac) ,  in addition to the terms Rd and As shown 
in the Appendix, however, this result is not correct since he has 
made some simple mistakes. 

Before considering the term Rd, we first rewrite eq 6. Under 
the osmotic condition, the chemical potential p:( T,p) of the pure 
solvent is equated to po( T,p+a,c) with a the osmotic pressure, 
so that we have 

Differentiation of both sides of eq 7 with respect to c at  constant 
T and p leads to 

where we have used the relation (apo/ap)T,c = Vo. In general, 
u and Vo may be expanded in powers of c as follows: 

u 1  
RT M 
_ -  - -C + A~c' + ... (9 )  

where R is the gas constant, I$ the molecular volume of the pure 
solvent, ul the partial specific volume of the solute, and (aDl/aC)Tg,o 
its derivative a t  c = 0. 

Substitution of eq 8 with eqs 9 and 10 into eq 6 leads to 

with 

where NA is Avogadro's number and KT,O is the isothermal com- 
pressibility of the pure solvent. It is important to see that the 
light-scattering second vinal coefficient A $  in general is not equal 
to A2, although they agree with each other for large M. (Note 
that eq 13 is equivalent to a relation derived long ago by Casassa 
and Eisenberg,I8 but the additional term on the right-hand side 
of eq 13 is suppressed in the conventional equation.) 

Now we express the ratio of Rd to its value Rd,o for the pure 
solvent in terms of n and K~ This can only be done approximately 
by the use of a relation between n and the solution density pw 

h(n) = constant X pw (14) 
where the proportionality constant is assumed to be independent 

( 16) Bullough, R. K. In Proc. 2nd Interdisciplinary Con/. Electromagnetic 
Scarterina, Rowell, R. L., Stein, R. S., Eds.; Gordon and Breach New York, 
1967; p 537. 

(17) Fixman, M. J .  Chem. Phys. 1955, 23, 2074. 
(18) Casassa, E. F.; Eisenberg, H.  Adv. Protein Chem. 1964, 19, 287. 
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of the pressure p .  For the function h ,  various approximate ex- 
pressions have been given; e.g., h = (n2  - l)/(n2 + 2) (Lorentz- 
LorenzI9), (n2 - l ) / (n  + 0.4) (Eykman2O), n - 1 (Gladstone- 
Dale2’), (n2  - 1)(2n2 + l)/n2 (OsterZ2), and n2 - 1 (Laplacez3). 

Corresponding to these expressions, differentiation of both sides 
of eq 14 with respect to p leads to 

(n2 - l)(n’ + 2) 
(Lorentz-Lorenz) (15) 

T,m 6n 

(a2 - l ) (n  + 0.4) 
(Eykman) (16) - - 

n2 + 0.8n + 1 
= n - 1 (Gladstone-Dale) (17) 

(19) 
n 2 -  1 

2n 
=- (Laplace) 

Substituting eqs 15-19 into eq 5, we obtain for the ratio Rd/Rd,O 

where 
f ( n )  = (n’ - 1)’(n2 + 2)2 (Lorentz-Lorenz) (21) 

= n2(n - 1)’ (Gladstone-Dale) (23) 
n4(n2 - 1)2(2n’ + 1)’ 

(2n4 + i)2 
(Oster) (24) - - 

= (n2 - (Laplace) (25) 
and no is the refractive index of the pure solvent. 

The above development leads us to the following procedure for 
determining M and A2. As mentioned above, we first determine 
RB=O, and then ARB,o from eq 4 with the calculated value of Rd. 
The latter may be. evaluated from eq 20 with the observed values 
of Rd,O, n ,  and KT (and also no and K ~ , ~ ) .  Finally, we determine 
M and A2 from eq 11 with eqs 12 and 13 using the Berry 
square-root plotz4 or Zimm plot.25 For the evaluation of the 
optical constant K given by eq 12, note that we must use the values 
of n and (an/ac), at finite concentrations c. The validity of eqs  
21-25 may be checked by a comparison of the determined value 
of M with its known correct value. 

111. Experimental Section 
Test Solutions. The system examined in this work is a binary 

solution of toluene (solute) and cyclohexane (solvent) a t  25.0 O C .  

Both toluene and cyclohexane were purified by distillation after 
refluxing over sodium. Test solutions were prepared gravime- 
trically just before measurements and made thoroughly uniform 
by stirring. The mass concentration c of toluene was calculated 
from the weight fraction w by the use of the solution density pw. 

Light Scattering. A Fica 50 light-scattering photometer was 
used for all the measurements with vertically polarized or un- 
polarized incident light of wavelength 436 nm. We measured R*u, 
and R*8 to determine RB=O and pu from q s  1 and 3, respectively. 
The measurements were carried out a t  angles B between 30 and 
150’. As for R*u,, which must be independent of 0 for small 
molecules, we adopted as its value the mean of the values obtained 
at different angles. For calibration of the apparatus, the intensity 

(19) Lorentz, H. A. Wiedem. Ann. 1880, 9,641. Lorenz, L. Wiedem. Ann. 
1881, 11, 70. 

(20) Eykman, J. F. Red.  Trau. Chim. 1895, 14, 185. 
(21) Gladstone, J. H.; Dale, T. P. Philos. Trans. 1863, 153, 317. 
(22) Oster, G. Chem. Reu. 1948, 43, 319. 
(23) Ladace, P. S. Traife de meconigue celesfe, t. IV, libr. X; 1821, 32. 
(24) Beiry, G. C. J .  Chem. Phys. 19b6, 44,4550. 
( 2 5 )  Zimm, B .  H. J .  Chem. Phys. 1948, 16, 1093. 
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1 1 
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c ( g / c m 3 )  

Figure 1. Concentration dependence of pu for a solution of toluene in 
cyclohexane at 25.0 “C. The filled circle represents the value for pure 
toluene at 22-24 “C.” 

of light scattered from pure benzene was measured at 25.0 OC 
at 0 = 90°, where the Rayleigh ratio R*q=ni2 of pure benzene at 
25.0 OC for wavelength 436 nm was taken as 46.5 X 10” cm-’. 
The value of pu at  25.0 OC was determined to be 0.41 f 0.01. 

The solutions and solvent were optically purified by filtration 
through a Teflon membrane of pore size 0.10 wm. 

Refractive Index and Its Increment. The refractive index n was 
measured at 436 nm for the solutions and solvent at 25.0 OC with 
an Abbe refractometer (Atago, 2T). The refractive index in- 
crement (dn/8c),, was measured at 436 nm for the solutions of 
concentrations c = 0-0.4 g/cm3 at  25.0 O C  by the use of a 
Shimadzu differential refractometer. In practice, its values at 
finite concentrations were determined from measurements of An 
for two solutions of slightly different concentrations. 

Density. The solution density p w  required for the calculation 
of the mass concentration c was measured at  25.0 O C  with a 
pycnometer of the Lipkin-Davison type. The results (in g/cm3) 
may be expressed by the equation 

(26) 
for weight fractions w < 0.5. We note that the molar volume of 
the solution calculated from eq 26 is at most only ca. 0.6% larger 
than the value calculated from the values for the pure components 
on the assumption of additivity of the volume. 

IV. Results and Discussion 
Values of pu, R *,,,, and RB=@ Figure 1 shows a plot of pu against 

c together with the value (filled circle) obtained by Coumou et 
a].” for pure toluene at 22-24 OC. It is seen that pu is very small 
for pure cyclohexane (c = 0) but it increases rather rapidly with 
increasing c and connects smoothly with the value for pure toluene, 
as indicated by the dashed curve. 

The values of R*uv and RqEo determined are plotted against 
c in Figure 2. At c = 0, the value of Rq,o is only slightly smaller 
than that of R*“,, indicating that the contribution of the aniso- 
tropic scattering is necessarily small for pure cyclohexane with 
very small pu. However, the anisotropic contribution is seen to 
increase with increasing c and amount to ca. 34% of RCuv at  c 
= 0.40 g/cm3. 

Concentration Dependence of Rd. As seen from eq 20, the term 
Rd depends on concentration c through n and K~ Figure 3 shows 
plots of n and (an/&),, against c. The former plot is slightly 
concave upward, while the latter follows a straight line represented 
by 

pw = 0.7735 + 0 . 0 6 3 3 ~  + 0 . 0 2 4 ~ ~  

(13n/&)~ , ,  = 0.0812 + 0.0378~ (27) 
for c < 0.4 g/cm3, as indicated. The values of n calculated from 
eq 27 by integration with 4 = 1.4325, which are represented by 
the dashed curve in Figure 3, agree with the directly measured 
values, indicating that both observed values are consistent and 
accurate. 
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Figure 2. Plots of R*",,, R8=0, and Rd against c for a solution of toluene 
in cyclohexane at  25.0 OC. The solid curves 1-5 represent the values of 
Rd calculated from eq 20 with eqs 21-25, respectively. 

0 0 .  I 0.2 0.3 0.4 0.5 
c (g/cm3 1 

Figure 4. Plots of (KC/AR,,~)'/~ against c for toluene in cyclohexane at 
25.0 O C ,  where the values of have been obtained with the values 
of calculated from eq 20 with eqs 21 (0), 22 (O), 23 (0). 24 (0), and 
2s (0). 

I I 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
c (g/cmJ) 

Figure 3. Concentration dependence of n and for a solution 
of toluene in cyclohexane at  25.0 " C .  The solid and dashed curves 
represent values calculated from eq 27. 

In this work, the values of KT at  finite concentrations required 
for the evaluation of Rd are calculated on the assumption of the 
additivity of the volume, which is equivalent to assuming that the 
partial molar volume of each component is independent of con- 
centration. That is, we calculate them from 

(28) 
with the values of K T O  (solvent) and K T , ~  (solute) for the pure 
components, where u:' is the specific volume of the pure solute 
(1.1597 cm'/g for toluene at 25.0 "C). For K T , O  and K ? , ~ ,  we use 
the literature values, 1.14 X lo-' cm3/J for cyclohexane at  25.0 
oC26 and 9.23 X cm3/J for toluene at  25.0 "C2' For the 

K T  = KT,O + (KT,I - KT,O)UI)C 

(26) Holder, G. A.; Whalley, E. Trans. Faraday SOC. 1962, 58, 2095. 

present case, the above assumption is valid in a very good ap- 
proximation (for w < 0.5), as mentioned in section 111. 

The values of & calculated from eq 20 with eqs 21-25 (Lor- 
entz-Lorenz to Laplace) and with the observed value of &,o and 
the values of n and KT thus determined are also plotted in Figure 
2. It is seen that & increases gradually from with increasing 
c, depending on the equation used for the functionfln). Although 
this increase is not very large, e.g., 2-4% and 5-1 1% of &,O a t  
c = 0.20 and 0.40 g/cm3, respectively, it has significant effects 
on the determination of M and A2, as further discussed below. 

For the present case, from the rather small values of M and 
it is anticipated that the difference between R,=, and 

&, i.e., the composition scattering ARBEO, is not large. In fact, 
it amounts to only ca. 10% of Rd for the solution of the lowest 
concentration examined. This is the reason why we cannot reach 
high dilution. 

Determination of the Molecular Weight and Second Vinal 
Coefficient. Figure 4 shows the Berry square-root plots of ARBpo 
against c, where the values of K containing n and (anlac) , ,  a t  
finite concentrations have been used, and the values of have 
been obtained with the values of Rd calculated from eq 20 with 
eqs 21-25 (Lorentz-Lorenz to Laplace), as mentioned above. In 
every case, the data points somewhat scatter but follow a straight 
line for c < 0.25 g/cm3, as indicated. Thus we can determine M 
and A i  from the intercept and slope of each straight line as usual, 
and then A,  from eq 13 (with R T K T , Q / ~ ~  = 1.65 X cm3 
mol/g2). 

The values of M and A2 thus determined are listed in Table 
I. The best agreement between the observed value of M and its 
true value 92 for toluene is obtained when we use the Lorentz- 
Lorenz equation for h orf. When we use the Eykman equation, 
the difference between the two values is within experimental error. 
In the other three cases, the observed values of M are somewhat 
or appreciably larger than the true value. Thus we may conclude 
that A2 can also be determined correctly in the manner above with 
the use of the Lorentz-Lorenz or Eykman equation. This may 
be expected to be in general the case with other simple molecules 
and oligomers. The present conclusion seems to be inconsistent 
with that of other  investigator^,'^.^^ who claim that the Eykman 

(27) Freyer, E. B.; Hubberd, J. C.: Andrews, D. H. J .  Am. Chem. SOC. 
1929, 51, 759. 
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u I 

TABLE I: Values of M and A for Toluene in Cyclohexane at 
25.0 OC 

ep for h M 10'A,, cm3 mol/g2 

I 

where 

~ ~~~~ 

Loren tz-Lorenz 93 f 4 1.5 
Eykman 97 f 5 1.5 
GladstoneDale 99 f 6 1.4 
Oster 101 f 6 1.2 
Laplace 103 f 5 1.2 

O . I 5 I  

i 2 0.05 

< 1 1 I 
O h  0. I 0.2 0.3 0.4 0.5 

c (g/cm3) 

Figure 5. Plots of (K,,c/AR&)~/~ against c for toluene in cyclohexane 
at 25.0 OC. 

equation is preferable to the Lorentz-Lorenz equation. However, 
the latter concerns the value of &,o itself for pure liquids, while 
in the present case, the concentration-dependent part of Rd has 
effects on the determination of M and A2. 

Apparent Molecular Weight and Second Vinal Coefficient. In 
the conventional analysis of li ht scattering data, use is made of 
the excess Rayleigh ratio ARb,, and the optical constant KO de- 
fined by 

Here and hereafter, the subscript 0 is used to denote the value 
at M i t e  dilution. Figure 5 shows plots of (@/aRBo!,)'/2 against 
c for the present system. The data points follow a straight line 
for c < 0.25 g/cm3 as in Figure 4. If we calculate M and A2 from 
the intercept ( = M - 1 / 2 )  and slope (=A2M1I2) of this straight line 
in the usual fashion, we obtain M = 125 f 4 and A2 = - 1 . 1  X 

cm3mol/g2. This value of M is ca. 36% larger than the true 
value, and the value of A2 is quite different from those in Table 
I. As for M, a similar discrepancy has already been found by 
Sicotte and Rinfret29 for some simple molecules. 

The situation is made clear if we expand KOC/AR~?~  in powers 
of c. If we expand Rd and K in powers of c as 

( 3 1 )  

(32) 

Rd = &,o( 1 + fiC + f i C 2  + ...) 
K = Ko(1 + klc + ...) 

then we obtain for the desired expansion 

with 

Map = M ( 1 +  g) 
(33) 

(34) 

(28) Parfitt, G. D.; Wood, J.  A. Trans. Faraday SOC. 1968, 64, 805. 
(29) Sicotte, Y.; Rinfret, M. Trans. Faraduy SOC. 1962, 58, 1090. 

fi = ( a T ) ~ , ~  In K T  + (*) (") an T , ~ , Q  ac T,p,O 
(36) 

From eqs 34 and 35, it is seen that the difference between the 
apparent molecular weight Map obtained in the conventional 
manner and the true M arises from the concentration dependence 
of Rd and is particularly large for the large density scattering 
relative to the composition scattering, while the difference between 
the apparent light-scattering second virial coefficient A'2,ap and 
its true value A$ arises not only from the concentration dependence 
of Rd but also from that of K, Le., n and It is also 
important to see that these differences disappear only for large 
M, but not otherwise, even if light-scattering measurements are 
carried out on sufficiently dilute solutions. 

V. Concluding Remarks 
On the basis of the well-established theory of fluctuations in 

multicomponent we have developed a procedure for 
determining the molecular weight M and second virial coefficient 
A2 for simple molecules or oligomers from light-scattering mea- 
surements. It is different from the conventional method in that 
we use values of the density scattering Rd, refractive index n, and 
its increment (an/&), at finite concentrations. For the evaluation 
of the concentration-dependent part of Rd, the use of the Lor- 
entz-Lorenz (or Eykman) equation is recommended. In some 
cases,29 the apparently correct M has been obtained by the con- 
ventional method with the use of the values of the above quantities 
at infinite dilution on the basis of the Bullough theory.14 However, 
this is meaningless since the theory is erroneous, as demonstrated 
in the Appendix. 

The present procedure will be applied in the near future to a 
determination of A2 for oligomers. 

Acknowledgment. This research was supported in part by a 
Grant-in-Aid (02453100) from the Ministry of Mucation, Science, 
and Culture, Japan. 

Appendix: Error in the Bullough Theory 
According to Bullough,14 we consider a binary system of volume 

Vcontaining No and N I  molecules of species 0 and 1 with isotropic 
polarizabilities and a],  respectively. If we neglect intermolecular 
correlations of higher than second order and convert the turbidity 
to the Rayleigh ratio, his general expression for the latter may 
be written in the form 

87r4(n2 + 2)4 
81h4 

Rt=O = b O 2 P O  + Cu12Pl + ~ 0 2 G o o P o 2  + 
2aoalGolPopl + ~ l 2 ~ l l P l Z )  (Al l  

where we have omitted the factor relating to the internal field, 
p i  is the number density Ni/Vof species i, and Gij is defined by 

(A2) G, = J[g i j ( r )  - 1 1  dr 

with gij(r) the pair correlation function between molecules of 
species i and j as a function of separation r. 

Now we use the results for ( a 7 r / a p 1 ) , , ,  K ~ ,  and the partial 
molecular volume derived by Kirkwood and to rewrite 
eq A1 as 

(30) Kirkwood, J. G.; Buff, F. P. J .  Chem. Phys. 1951, 19, 774. 
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We assume the (Lorentz-Lorenz) equation for n (following 
Bullough): 

3 n Z - 1  
47 n2 + 2 

h(n) 1 - - = aopo + a l p I  

(this h differing from that in the text by the numerical factor 
3/47). Differentiation of both sides of eq A4 with respect to Ni 
at  constant T,V, and N j o # i )  leads to 

with h’ = dh/dn. We use the relation 

(aw / aY 1 X J  

to obtain, from eq A5 

According to Bullough, substitution of eqs AI and A8 into eq A3 
with erroneous omission of the second term on the right-hand side 
of ea A8 leads to 

Further, Bullough has regarded erroneously the derivatives 

(an/ap)T,V,Nl and (an/ac)T,V,No in eq A9 as (an/ap)T,p and 
(anlac),, respectively. Subsequently, many  investigator^**^^-^^ 
have applied this equation to analyze experimental results, further 
confusing (&/ac), with (&/dc),. Therefore, all these analyses 
are quite meaningless. 

Next we show that eq 4 with eqs 5 and 6 (of the text), Le., the 
results of Kirkwood and Goldberg* and Stockmayerg can be de- 
rived from eq Al.  With the results for ( a p l / a p l ) T , p ,  K T ,  and V,  
derived by Kirkwood and we obtain instead of eq A3 

KT((YOP0 + a l P J 2  + 
87r4(n2 + 2 ) 4 k ~ T  

RB=O = 
8 1 X 4  

vo( - ; a 0 ) p o / (  3T,p] (A1O) 

with p1 the chemical potential of species 1 .  

constant T,  No, and N1 leads to 
Differentiation of both sides of eq A4 with respect to p at  

Differentiation of both sides of eq A4 with respect to Nl at constant 
T,p, and No with the relation Vopo + Vlpl = 1 leads to 

a1 - -ao VI = -h’(n)( V -> ’ (A12) 
vo VOPO a N I  Tpsr’o 

If we substitute eqs  A1 1 and A12 into eq A10 with the use of the 
relations 

then we arrive at  eq 4 with eqs 5 and 6 .  

(31) Schmidt, R. L.; Clever, H.  L. J .  Phys. Chem. 1968, 72, 1529. 
(32) Lewis, H. H.; Schmidt, R. L.; Clever, H. L. J.  Phys. Chem. 1970,74, 

(33) H u g h ,  M. B.; Sokro, M. B. Polymer 1980, 21, 651. 
(34) Kamata, T.; Nakahara, H.; Hattori, S. Bull. Chem. Soc. Jpn. 1977, 

(35) Soni, V. K.; Stein, R.  S. Macromolecules 1990, 23, 5257 .  

4311. 

50, 2558 .  
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6.2 ミセル溶液の光散乱

紐状ミセル溶液の光散乱

奈良女子大学理学部　榮永 義之

1. はじめに
非イオン性界面活性剤であるポリオキシエチレンアルキルエーテル H(CH2)i(OCH2CH2)jOH

(略称 CiEj)は稀薄水溶液中で濃度 cの増加あるいは温度 T の上昇に伴い, 長い紐状のミセルを
形成する。形状とサイズが通常の線状高分子に類似していることから, ミセルはしばしば “Living
Polymer”あるいは “Equilibrium Polymer”と呼ばれる。そのようなミセル溶液は通常の高分子溶
液に類似した物性を示し, ミセルの特性解析には光散乱あるいは小角中性子散乱を中心とする高分
子溶液で用いられてきた実験的, 理論的手法がよく用いられている。ミセルが高分子と大きく異な
る点は, ミセルは共有結合によって構築されている分子ではなく, 界面活性剤分子間の相互作用に
基づく熱力学平衡によって形成されている会合体であることで, そのサイズおよびサイズ分布が界
面活性剤濃度 cや温度 T の函数になっていることである。したがって, 高分子溶液の静的 (SLS)お
よび動的光散乱 (DLS)で行われる c → 0の外挿によって孤立高分子鎖の特性を決定するといった
手法は用いることができない。ミセル溶液の場合, ミセルが形成されている特定の有限濃度におい
てその特性を評価せねばならない。そこでは, ミセル間の相互作用の影響を分離評価するための工
夫が必要となる。
本講演では, 静的 (SLS)および動的 (DLS)光散乱法を用いたミセル特性の解析に対する我々の

最近の試みを述べる。また, CiEj 分子が形成するミセルは疎水基鎖長 i, 親水基鎖長 jによってそ
の特性が変化するが, そのような特性変化について得た結果も紹介する。1)−6)　

2. 静的光散乱
稀薄溶液中の高分子の特性解析には通常次の基礎式が用いられる。

Kc

∆Rθ
=

1
Mw

(
1 +

1
3
〈S2〉q2

)
+ 2A2c + · · · (1)

ここで, K は

K =
4π2n2

NAλ4
0

(
∂n

∂c

)2

T,p

(2)

で定義する光学定数, ∆Rθは散乱角 θでの過剰Rayleigh比, Mwは重量平均分子量, 〈S2〉は平均２
乗回転半径, A2は第２ビリアル係数, nは溶液の屈折率, (∂n/∂c)T,pは屈折率増分, NAはAvogadro
定数, λ0は真空中での入射光波長, qは

q =
4πn

λ0
sin

(
θ

2

)
(3)

で定義する散乱ベクトルの大きさである。

2.1. ミセルのモル質量
ミセル溶液の場合, 式 (1)中のMwはミセルのモル質量を表すが, 先に述べたようにMwは cの

函数であり, 高分子溶液の場合と同様に c → 0の外挿を適用できず, 特定の有限濃度で形成される
ミセルのMwを決定せねばならない。図 1と 2にKc/∆R0の濃度依存性の例を示す。
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Kc/∆R0は温度の上昇とともに小さくなるがこれはミセルが成長すること, すなわちMw が大
きくなることを示す。一方, 各温度のデータ点は下に凸の曲線にしたがっており, この結果は式 (1)
中のA2以下の項で表されるミセル間の熱力学的相互作用およびMwの濃度変化を含んでいる。前
者を分離して後者のMw(c)を求めるには理論の援けが要る。

ここでは, そのような理論として wormlike
spherocylinder modelに対する佐藤理論 7) を
用いた。モデルは図 3に示すように直径が dで
長さがL− dの屈曲性をもつ円筒の両端に直径
が dの半球が被さったものである。結果は

Kc/∆R0 = 1/Mw(c) + 2A(c)c (4)

と書ける。Mw(c)とA(c)はそれぞれミセルの
モル質量, 高次のビリアル項を含む見かけの第
２ビリアル係数で, ともに濃度 cの函数である。
これらの函数はミセルの成長を支配する自由エ
ネルギーパラメータ g2とミセル間の熱力学相互
作用の程度を表すパラメータ ε̂を含んでいる。
(Mw(c) と A(c) の表現は複雑なので詳しくは
ref.7を参照されたい。) Fig. 3. Wormlike Spherocylinder Model

式 (4)を用いて図 1と 2のデータを解析した結果を図 4と 5に示す。
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Fig. 5. Double-logarithmic plots of Kc/∆R0 vs. c
for the C10E6 micelle solutions.

実線は理論値で、データ点をよく表しており, ミセルが屈曲性円筒状の形態をとっていること
を示す結果と云える。このような解析からMw(c)と円筒断面の径 dが求められる。図中の破線は
M−1

w を示す。破線の勾配は−1/2でMwが c1/2に比例することがわかる。この結果は単一の界面
活性剤分子を含む様々な会合数のミセルの間の多重平衡を考えたミセル溶液に対する古典的な熱
力学理論の予測と一致している。
実線と破線は低濃度ではほぼ一致するが,高濃度になるほど差が大きくなる。これはミセル間相

互作用が低濃度では無視できるが, 高濃度では寄与 (式 (4)の右辺第 2項)が大きくなることを示し
ている。

2.2. ミセルの回転半径
図 6にKc/∆Rθ の散乱角 θ依存性の例を示した。ここで, wは溶液中の界面活性剤の重量分率

である。wおよび T を一定とするデータ点は直線にしたがっている。それらの直線の勾配から式
(1)にしたがって有限濃度におけるミセルの見かけの平均２乗回転半径 〈S2〉を算出した。このと
き, Mwの値には上記のようにして決定した各濃度の値を用いた。また, 得られた 〈S2〉はミセル内
およびミセル間の排除体積効果に対する濃度の影響を含む可能性があるので見かけの量 〈S2〉appと
した。この解析から得た 〈S2〉1/2

appのMw依存性を図 7に示した。また, 異なるミセルについての例
を図 8と 9 に示した。図中のシンボルの違いは温度の違いを表す。
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これらの例に見られるように, 上記のようにして求めた 〈S2〉app に対する cおよび T の異なる
データは 1本の合成曲線を形成する。この結果は 〈S2〉appに対する排除体積効果の濃度の影響がほ
とんどないことを示すもので, 孤立ミセルに対する 〈S2〉とMwの関係を与えていると云える。そ
こで, これらのデータをみみず鎖モデルに対する理論

λ2〈S2〉 =
λL

6
− 1

4
+

1
4λL

− 1
8λ2L2

(1− e−2λL) (5)

を用いて解析した。ここで, λ−1は剛直性パラメータである。なお, ミセルの全長 (重量平均値)Lw
とMwの関係にはミセルの体積から導かれる

Lw =
4vMw

πNAd2
+

d

3
(6)

を用いた。ここで, vはミセルの部分比容である。図 7, 8, 9中の実線はこれらの式を用いた理論値
である。理論値は実測値をよく表しており, この結果もミセルが屈曲性を持つ円筒状であることを
示している。この解析から, ミセルの剛直性パラメータ λ−1を評価できる。

3. 動的光散乱
動的光散乱測定では, 次式で定義する時間 tにおける散乱光強度の規格化自己相関関数 g(2)(t)を

求める。

g(2)(t) =
〈I(0)I(t)〉
〈I(0)〉2 (7)

g(2)(t)は散乱光電場の自己相関関数 g(1)(t)と Siegertの関係

g(2)(t) = 1 + f |g(1)(t)|2 (8)
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がある。ここで, fは光学系 (散乱体積と測定時間幅)で決まる定数である。g(1)(t)に対する cumulant
展開を用いた式

(1/2) ln[g(2)(t)− 1] = (1/2) ln f −K1t + · · · (9)

を適用して, g(2)(t)のデータから 1次キュムラントK1を求め,

D = lim
q→0

K1/q2 (10)

を使うと相互拡散係数Dが決定できる。

3.1. 流体力学半径
図 10と 11にDの c依存性の例を示す。
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図 1と 2の SLSの結果と同様, Dの濃度変化は高分子溶液の結果に比べてかなり複雑である。D
は溶質と溶媒間の摩擦係数 ζ と

D =
(1− vc)2M

NAζ

(
∂π

∂c

)

T,p

(11)

の関係がある。8),9) ここで, (∂π/∂c)T,p は浸透圧縮率である。孤立剛体球の摩擦係数 ζ に対する
Stokesの式に倣ってミセルの見かけの流体力学半径RH,appを次式で定義する。

ζ = 6πη0RH,app (12)

ここで, η0は溶媒粘度である。また, “見かけ”という語を冠するのは, 有限濃度では RH,appは溶
質粒子のサイズを反映するだけでなく, 溶質粒子間の流体力学相互作用の影響を受けているためで
ある。(∂π/∂c)T,pはKc/∆R0と

Kc

∆R0
=

1
RT

(
∂π

∂c

)

T,p

(13)

の関係があり, SLS測定から決定できる。Rは気体定数である。以上の式を纏めると

D =
(1− vc)2MkBT

6πη0RH,app

(
Kc

∆R0

)
(14)

となる。ここで, kBは Boltzmann定数である。この式あるいは式 (11)と (12)は c → 0の極限で
はよく知られた Stokes-Einsteinの関係

D =
kBT

6πη0RH
(15)

に還元される。式 (14)を用いて図 10, 11に示したDから求めたRH,appの濃度変化の結果をそれ
ぞれ図 12と 13の示す。
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T 一定のRH,appは cとともに大きくなるが, これはミセルの実際の成長に加えて, 濃度の増加に
よるミセル間の流体力学相互作用の増大の影響を含んでいる。図 14と 15にこれらの RHをMw
に対して両対数プロットした。また, 他のミセルに対する結果の例を図 16, 17に示した。
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図 7, 8, 9に示した 〈S2〉1/2
appの場合と異なり, RH,appは 1本の合成曲線は形成しない。この結果

はRH,appに対しては濃度の増加による流体力学相互作用の変化の影響が非常に大きいことを示し
ている。どのミセルの場合も各温度の RH,appは下に凸の曲線にしたがって減少するが, Mw が小
さい, すなわち cが低い領域のみを見ると, 異なる温度のデータ点は 1本の合成曲線を形成する。
これらのデータ点は流体力学相互作用が無視できる個々のミセルに対する RHとMw の関係を与
えているものと見なせる。
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則末ら 10)は球を含む短い棒状に近い形態のwormlike spherocylinderに対する ζを,山川ら 11),12)

はより長い wormlike cylinderに対する ζ を計算した。これら 2つの理論を組み合わせると, ミセ
ルの全長 Lについて球を含む全ての領域のRHを計算できる。RHの式は

RH =
L

2f(λL, λd)
(16)

と書ける。(函数 f(λL, λd)は非常に長いので詳細は ref 10, 11, 12を参照されたい。) 理論はパラ
メータとして dと λ−1を含んでいるが, ここでは dには SLSの解析より得た値を用い, λ−1を変え
て最適フィットを得た。図 14 - 17中の実線は式 (16)と (6)を用いて計算した孤立ミセルに対する
ものと見なせるデータ点に最も良く合う理論値を示す。このようにしてミセルの剛直性パラメータ
λ−1を評価することができる。図中の理論値は実験値をよく表しており, この結果もミセルが屈曲
性円筒状の形態をとっていることを示している。破線で示したように, 各温度のデータ点がMwの
増大とともに理論値から上方にずれるのは cとともに流体力学相互作用が大きくなるためである。

4. ミセルの特性
図 18に c = 0.01 g/cm3における種々のCiEj ミセルについて重量平均ミセル長 Lwを T に対し

てプロットした (ただし, C18E7ミセルについては c = 0.005 g/cm3)。どのミセルでも Lwは T と
ともに大きくなるが, 界面活性剤分子中の疎水基鎖長 iが大きいほど, あるいは親水基鎖長 jが小
さいほどミセルは長く成長することが分かる。この結果は異なるCiEj 分子の疎水基間の引力的相
互作用が強いほどミセルは長く成長し, 親水基間の反発的相互作用が強いほどミセルの成長は阻害
されることを示している。
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Fig. 18. Length Lw of the CiEj micelles.

表 1に SLSデータの解析から得たミセルの円筒断面の直径 dの値をまとめた。表の縦方向は界
面活性剤分子の疎水基鎖長 iの変化を, 横方向は親水基鎖長 j の変化を表す。dは疎水基鎖長 iお
よび親水基鎖長 jが変わっても大きくは変化していない。また, dの絶対値は CiEj 分子がミセル
中で完全に伸びきったとしたときの値に比べて小さい。この結果は疎水基であるアルキル鎖およ
び親水基であるオキシエチレン鎖がミセル中でランダムコイル状の形態を取っていることを示唆
する。

Table 1. Values of the Cross-Sectional Diameter d/nm

E5 E6 E7 E8

C10 2.6 2.6
C12 2.2 2.3 2.4
C14 2.5 2.4 2.4 2.3
C16 2.5 2.5 2.4
C18 2.5 3.2
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表 2に RHの解析より得た λ−1の値をまとめた。この結果から同じ j では iが大きくなるほど
λ−1は小さくなり, iが同じ場合 jが大きくなるほど λ−1は大きくなることが分かる。この結果は親
水基鎖長が長くなりミセル表面における親水基間の斥力が大きくなるほどミセルは固くなり, ミセ
ルコアにおける疎水基間の引力が強いほどその効果が和らげられることによるものと考えられる。

Table 2. Values of the Stiffness Parameter λ−1/nm

E5 E6 E7 E8

C10 35.0 75.0
C12 12.0 14.0 14.0
C14 6.0 7.0 13.0 18.0
C16 5.0 6.0 24.0
C18 6.0 25.0

Mw, Lw, および dからミセル表面における親水基間距離の平均値 sを求めた。結果は表 3に示
すように, sの値は同じ iでは jが大きくなるほど, 同じ jでは iが大きくなるほど少しずつ大きく
なる。こららの値は回転異性体モデル (RIS model)を用いて計算した親水基であるオキシエチレ
ン鎖の両端間距離の値と同程度である。このことはミセル表面のオキシエチレン鎖がランダムコイ
ル状で, 一端をミセルに固定され水中でランダムな方向に動いていることを示していると云える。

Table 3. Values of the Spacing s/nm

E5 E6 E7 E8

C10 1.12 1.15
C12 1.25 1.29 1.33
C14 1.31 1.30 1.38 1.46
C16 1.31 1.37 1.46
C18 1.41 1.29
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6.3 演習問題

ここでは、W. H. Stockmayerによって J. Phys. Chem.のM. Fixman
の還暦記念号に出された未完の論文を挙げる。完成を試みられたい。

J. Phys. Chem. 1992, 96, 4084-4085

Light Scattering by Solutions of Associating Polymers at Equilibrium

W. H. Stockmayer

· · · · · · · · ·

If the various associated species are all in chemical equilibrium with

each other, so that the system contains only two components (though

many species), is it legitimate to use the standard formula [H. .C. Brinkman

and J. J. Hermans,J. Chem. Phys.1949,17, 574; J. G. Kirkwood and R. J. Goldberg,J. Chem.

Phys.1950,18,54; W. H. Stockmayer,J. Chem. Phys.1950,18,58] for scattering from a

many-component system and then introduce the condition of chemical

equilibrium only at the end, or must one introduce the equilibrium

condition at the very start and thus perhaps obtain a different scattering

formula? Since the mean-square concentration fluctuations that enter the

relation for the scattering intensity are quadratic quantities, the answer

did not seem obvious to the writer. On the one hand, one might suppose

that the standard formula, derived by treating each solute species as an

independently fluctuating component, might overshoot the correct result

if in fact the species were interdependent by virtue of the association

equilibrium; on the other hand, this very interdependence means that the

various species drag each other along, thus perhaps pruducing greater net

fluctuations of refractivity.

· · · · · · · · ·
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It turns out that if the specific refractive index increment (dn/dc) is the

same for all the species, the condition of equilibrium can be introduced

at any stage (at least for Flory-Huggins system) without altering the final

result, and so the question may after all have been trivial. However, if the

specific refractive increment (or neutron scattering length) differs from

species to species, the two approaches do not yield identical predictions.

· · · · · · · · ·

Specific Example: Quasi-Binary Flory-Huggins System A ``quasi-

binary''system obeying standard Flory-Huggins thermodynamics is defined

as one in which all polymer species are described by the same interaction

parameter χ. Using the subscript 0 to denote the solvent and k for the

polymer species k, we have the following expression for the free enthalpy

0f mixing per mole of lattice sites:

∆G
NRT

= ϕ0 lnϕ0 +
∑
k≥1

1
rk
ϕk lnϕk + χϕ0ϕ (6.1)

where the ratios ofmolar volumes arerk = Vk/V0 and the volume fractions

are

ϕk =
rknk

N
ϕ =

∑
k≥1

ϕk = 1 − ϕ0

withN = n0+
∑

k rknk, then's being number ofmoles. The corresponding

chemical potentials are given by

µ0 − µ0
0

RT
= ln(1 − ϕ) + ϕ

(
1 − 1

⟨r⟩n

)
+ χϕ2 (6.2)

µk − µ0
k

RT
= lnϕk + 1 − rk

(
ϕ0 +

ϕ

⟨r⟩n

)
+ rkχϕ

2
0 (6.3)

where the number-average chain length is ⟨r⟩n = ϕ/
∑

k r
−1
k ϕk. If the

polymer is at an association equilibrium, with all the species being aggre-

gates of species 1, we have rk = kr1 and µk = kµ1, so that from eq (6.3)
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we find the equilibrium relation

ϕk = Kkϕ
k
1 (6.4)

with

lnKk = k − 1 +
kµ0

1 − µ0
k

RT

When this condition is applied, we now have a binary system, for which

the zero-angle Rayleigh ratio R0 ( with neglect of the contribution due

to density fluctuations) is inversely proportional to the so-called osmotic

modulus (concentration derivative of the osmotic pressure). The result of

straightforward calculation with eqs (6.2) and (6.4) is

1
R0

∼ − 1
ϕRT

∂µ0

∂ϕ

=
1

ϕ⟨r⟩w
+

1
ϕ0

− 2χ (6.5)

where the average sizes are

⟨r⟩n =
r1ϕ∑

k≥1 k
−1ϕk

⟨r⟩w =
r1

∑
k≥1 kϕk

ϕ
(6.6)

We now take the alternative route and start from the multi-component

scattering formula in the form handiest to eq (6.1):

1
R0

∼ det|Gkl|∑
k≥1

∑
l≥1 ξkξlAkl

(6.7)

where

Gkl ≡
[
∂2(∆G/NRT )

∂ϕk∂ϕl

]
T,p,ϕm(m̸=k,l)

Here Akl is the cofactor of Gkl in the above ``spinodal determinant''and

ξk is the specific refractive increment of the kth species. From eq

(6.1), expressing the free enthalpy as a function of the solute species

concentrations, we get

Gkl =
δkl

rkϕk
+

1
ϕ0

− 2χ (6.8)
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For the case of interest, with ξk having the same value for all the solute

species, we then arrive at exactly eq (6.5), but with ⟨r⟩w yet to be specified.

This is the well-known standard result for a multicomponent quasi-binary

Floty-Huggins solution. We can now finally introduce the equilibrium

value of ⟨r⟩w and thus arrive at complete agreement with eqs (6.5) and

(6.6), obtained by a different sequence of operations.

General Case. The grand partition function of a system of the type

being considered is

Ξ(T, V, µ) =
∑
|N |

Q(T, V,N) exp[β(µ0N0 +
∑
k≥1

µkNk)] (6.9)

where Nk is the number of molecules of the kth species, Q is the

petit canonical partition function, and β = 1/kBT . Introduction of the

equilibrium condition and the mass balance

µk = kµ1

∑
k≥1

kNk = N (6.10)

reduces eq (6.9) to

Ξ =
∑
|N |

Q(T, V,N) exp[β(µ0N0 + µ1N)] (6.11)

showing that the fluctuations of the solute component concentration (i.e.,

of N) can be found directly from the chemical potential µ1 of that

component or, equally well, via the Gibbs-Duhem relation, from the

potential µ0 of the solvent. When the specific refractive index increment

is the same for all the solute species, these flactuations directly control the

Rayleigh scattering.

Unfortunately we have not managed as yet to follow the alternative

route (deferment of the equilibrium specification until the end) to a

final demonstration in the general case, and must leave this for a future

exercise.
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